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Ââåäåíèå
Íàñòîßùåå ó÷åáíîå ïîñîáèå ïîñâßùåíî ïîñòðîåíèþ è èññëåäîâàíèþ
èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèß âàðèàöèîííûõ è êâàçèâàðèàöèîííûõ
íåðàâåíñòâ, âîçíèêàþùèõ ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè ñòàöèî-
íàðíûõ çàäà÷ òåîðèè ìßãêèõ ñåò÷àòûõ îáîëî÷åê, íàõîäßùèõñß ïîä âîç-
äåéñòâèåì ïîâåðõíîñòíûõ è ìàññîâûõ ñèë, ïðè íàëè÷èè ïðåïßòñòâèß.
Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ñôîðìóëèðîâàíû â âèäå âàðèàöèîííûõ è
êâàçèâàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ ñ îïåðàòîðàìè ìîíîòîííîãî òèïà â áàíà-
õîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Äîêàçàíû òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèß è èññëåäîâàíû
ñâîéñòâà ðåøåíèé ýòèõ íåðàâåíñòâ. Ïðåäëîæåíû èòåðàöèîííûå ìåòîäû
ðåøåíèß êâàçèâàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ ñ ïñåâäîìîíîòîííûì îïåðàòî-
ðîì â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ, èòåðàöèîííûå ìåòîäû ðåøåíèß âàðèà-
öèîííûõ íåðàâåíñòâ ñ îáðàòíî ñèëüíî ìîíîòîííûìè îïåðàòîðàìè â ãèëü-
áåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Ïðîâåäåíî ïîñòðîåíèå êîíå÷íîìåðíûõ àïïðîê-
ñèìàöèé âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ ñ ïñåâäîìîíîòîííûìè îïåðàòîðàìè,
êîíå÷íîìåðíûõ àïïðîêñèìàöèé êâàçèâàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ, äîêàçà-
íû òåîðåìû ðàçðåøèìîñòè è ñõîäèìîñòè. Ïîëó÷åíû îöåíêè òî÷íîñòè.
Â ïåðâîé ãëàâå ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ ðå-
øåíèß âàðèàöèîííûõ è êâàçèâàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ â ãèëüáåðòîâûõ
è áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ, óñòàíîâëåíû êðèòåðèè ñëàáîé ñõîäèìîñòè
èòåðàöèîííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Åñòåñòâåííî, ÷òî ïðè èñïîëüçîâà-
íèè ýòèõ ìåòîäîâ äëß ðåøåíèß àïïðîêñèìèðóþùèõ çàäà÷, ïîëó÷àåòñß
ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé â íîðìàõ êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ.
×èñëåííàß ðåàëèçàöèß ðàññìîòðåííûõ èòåðàöèîííûõ ïðîöåäóð ñâîäèò-
ñß ê ðåøåíèþ ñåòî÷íûõ óðàâíåíèé è íåðàâåíñòâ, òåîðèß êîòîðûõ õîðîøî
ðàçâèòà.
Âî âòîðîé ãëàâå ðàññìîòðåíû ïðîñòðàíñòâåííûå çàäà÷è î ðàâíîâåñ-
íîì ñîñòîßíèè ìßãêèõ îáîëî÷åê, íàõîäßùèõñß ïîä âîçäåéñòâèåì âíåøíèõ
íàãðóçîê è îãðàíè÷åííûõ â ïåðåìåùåíèè ïðåïßòñòâèåì. Â ñëó÷àå ìßãêèõ
îáîëî÷åê ñëîæíîñòü ýòèõ çàäà÷ âîçðàñòàåò â ñâßçè ñ ñèëüíîé ôîðìîèçìå-
íßåìîñòüþ ýòèõ îáîëî÷åê. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî íàëè÷èå ïðåïßòñòâèß
ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè èñïîëüçîâàòü ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì îïèñàíèè
ýòèõ çàäà÷ êâàçèâàðèàöèîííûå íåðàâåíñòâà.
Â ïåðâîì ïàðàãðàôå, èñõîäß èç óðàâíåíèé ðàâíîâåñèß, çàïèñàííûõ
â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, ñôîðìóëèðîâàíà äèôôåðåíöèàëüíàß
çàäà÷à. Çàòåì íà îñíîâå ïðèíöèïà âèðòóàëüíûõ ïåðåìåùåíèé ïîëó÷åíà
âàðèàöèîííàß ôîðìóëèðîâêà. Ïðè óñëîâèè äîñòàòî÷íîé ãëàäêîñòè ðåøå-
íèß óñòàíîâëåíà ýêâèâàëåíòíîñòü óêàçàííûõ çàäà÷.
Çàòåì ðàññìîòðåí ñëó÷àé ìßãêîé ñåò÷àòîé îáîëî÷êè, ñèëîâîé îñíî-
âîé êîòîðîé ßâëßþòñß äâà ñåìåéñòâà âçàèìíî ïåðåêðåùèâàþùèõñß, àá-
ñîëþòíî ãèáêèõ óïðóãèõ íèòåé. ß÷åéêè ñåòè ñ÷èòàþòñß ìàëûìè è íå
ñîïðîòèâëßþùèìèñß ñäâèãîâûì äåôîðìàöèßì. Äåôîðìàöèè è ïåðåìå-
ùåíèß äîïóñêàþòñß êîíå÷íûìè. Íèòè, îáðàçóþùèå ðàçíûå ñåìåéñòâà,
ìîãóò îïèñûâàòüñß ðàçíûìè ôèçè÷åñêèìè çàêîíàìè. Â ïðåäïîëîæåíèè
ñòåïåííîãî ðîñòà ôóíêöèé, çàäàþùèõ ôèçè÷åñêèå ñîîòíîøåíèß â íèòßõ,
ïîñòàâëåíà îáîáùåííàß çàäà÷à â âèäå êâàçèâàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà
â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå è óñòàíîâëåíà åå ðàçðåøèìîñòü.
Äëß çàäà÷è ñ ïðåïßòñòâèåì âûïóêëîé ôîðìû óñòàíîâëåíû ñâîéñòâà
ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ ïåðåìåùåíèé, ïîçâîëßþùèå èñïîëüçîâàòü ïðåä-
ëîæåííûé â  3 ãëàâû 1 èòåðàöèîííûé ìåòîä äëß ðåøåíèß êâàçèâàðèà-
öèîííûõ íåðàâåíñòâ.
Íàêîíåö, ðàññìîòðåíà çàäà÷à ñ âûïóêëûì äîïóñòèìûì ìíîæåñòâîì
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(ñ ïðåïßòñòâèåì âîãíóòîé ôîðìû) ïðè íàëè÷èè ñëåäßùåé ïîâåðõíîñò-
íîé íàãðóçêè. Ïðè ýòîì îáîáùåííàß çàäà÷à ñôîðìóëèðîâàíà â âèäå âà-
ðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà. Ïîëó÷åíû êðèòåðèè ñóùåñòâîâàíèß ðåøåíèß
îáîáùåííîé çàäà÷è.
Â òðåòüåé ãëàâå ïðîâåäåíî ïîñòðîåíèå è îáîñíîâàíèå ïðèáëèæåí-
íûõ ìåòîäîâ äëß ðåøåíèß çàäà÷ òåîðèè ìßãêèõ îáîëî÷åê. Äîêàçàíû ñó-
ùåñòâîâàíèå ðåøåíèß è ñõîäèìîñòü êîíå÷íîìåðíûõ àïïðîêñèìàöèé óêà-
çàííûõ çàäà÷, îáîñíîâàíî ïðèìåíåíèå èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ, ïðåäëî-
æåííûõ â ïåðâîé ãëàâå, äëß èõ ðåøåíèß.
Íàñòîßùåå ïîñîáèå ßâëßåòñß èçëîæåíèåì êóðñîâ ëåêöèé, ïðî÷èòàí-
íûõ ñòóäåíòàì êàôåäðû âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè ôàêóëüòåòà âû-
÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è êèáåðíåòèêè êàçàíñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî
óíèâåðñèòåòà.
Â çàêëþ÷åíèè õîòèì îòìåòèòü, ÷òî íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû, ïðèâåäåí-




Èòåðàöèîííûå ìåòîäû ðåøåíèß âàðèàöèîííûõ è
êâàçèâàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ
 1. Èòåðàöèîííûé ìåòîä ðåøåíèß êâàçèâàðèàöèîííûõ
íåðàâåíñòâ ñ ïñåâäîìîíîòîííûì ïîòåíöèàëüíûì
îïåðàòîðîì â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå.
Ïóñòü V  ðåôëåêñèâíîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, ñòðîãî âûïóêëîå
âìåñòå ñî ñâîèì ñîïðßæåííûì ïðîñòðàíñòâîì V ∗, ‖·‖V  íîðìà â V , 〈·, ·〉
 îòíîøåíèå äâîéñòâåííîñòè ìåæäó V è V ∗, M  çàìêíóòîå â ñëàáîé
òîïîëîãèè, âîîáùå ãîâîðß, íåâûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà V .
Êàæäîìó ýëåìåíòó u ∈M ñîïîñòàâëåíî âûïóêëîå, çàìêíóòîå ìíîæåñòâî
M(u) ⊆ M , ïðè÷åì u ∈ M(u), è âûïîëíåíî óñëîâèå: ïóñòü ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {u(k)}+∞k=0 ⊂ M ñëàáî ñõîäèòñß ê ýëåìåíòó u (u ∈ M â ñèëó
ñëàáîé çàìêíóòîñòè M), òîãäà äëß ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà η ∈ M(u)
íàéäåòñß òàêàß ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {η(k)}+∞k=0, η(k) ∈M(u(k)), ÷òî:
lim
k→+∞
η(k) = η. (1.1)
Ðàññìàòðèâàåòñß çàäà÷à ïîèñêà ýëåìåíòà u ∈ M ⊆ V , ßâëßþùåãîñß
ðåøåíèåì ñëåäóþùåãî êâàçèâàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà:
〈Au, η − u〉 ≥ 〈f, η − u〉 ∀η ∈M(u). (1.2)
ãäå f ∈ V ∗  çàäàííûé ýëåìåíò, A : V → V ∗  ïñåâäîìîíîòîííûé, ïîòåí-
öèàëüíûé, êîýðöèòèâíûé îïåðàòîð, óäîâëåòâîðßþùèé óñëîâèþ:
‖Au− Av‖V ∗ ≤ µ(R)Ψ(‖u− v‖V ) ∀u, v ∈ V, (1.3)
R = max{‖u‖V , ‖v‖V }, µ  íåóáûâàþùàß íà [0,+∞) ôóíêöèß, Ψ  íåïðå-
ðûâíàß, ñòðîãî âîçðàñòàþùàß íà [0,+∞) ôóíêöèß òàêàß, ÷òî Ψ(0) = 0,
Ψ(ξ)→ +∞ ïðè ξ → +∞.
Íàïîìíèì (ñì. [1, ñòð. 190]), ÷òî îïåðàòîð A íàçûâàåòñß ïñåâäîìî-
íîòîííûì, åñëè A  îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð, è èç ñëàáîé ñõîäèìîñòè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {u(k)}+∞k=0 ⊂ V ê u â V è íåðàâåíñòâà
lim sup
k→∞




〈Au(k), u(k) − v〉 ≥ 〈Au, u− v〉 ∀ v ∈ V. (1.5)
Óñëîâèå ïîòåíöèàëüíîñòè îïåðàòîðà A ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó (ñì.
Ëåììó 4.1 [2, ñòð. 112])
1∫
0




〈A(u+ tv), v〉dt ∀u, v ∈ V. (1.6)
Ïîä êîýðöèòèâíîñòüþ îïåðàòîðà ïîíèìàåì âûïîëíåíèå ñëåäóþùåãî
íåðàâåíñòâà
〈Av, v〉 ≥ ρ(‖v‖V )‖v‖V ∀ v ∈ V, lim
ξ→+∞
ρ(ξ) = +∞. (1.7)
Îïðåäåëèì ôóíêöèîíàë F : V → R1 ñîîòíîøåíèåì
F (u) = FA(u)− 〈f, u〉, FA(u) =
1∫
0
〈A(tu), u〉dt, f ∈ V ∗. (1.8)
Ïðè ýòîì èç (1.6), (1.8) âûòåêàåò, ÷òî äëß ëþáûõ u, v ∈ V ñïðàâåä-
ëèâî ðàâåíñòâî
F (u)− F (v) =
1∫
0
〈A(v + t(u− v)), u− v〉dt− 〈f, u− v〉. (1.9)
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Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó óñëîâèß (1.7) ôóíêöèîíàë F êîýðöèòèâåí:
lim
‖v‖V→+∞




(ρ(ξ)− ‖f‖V ∗)dξ = +∞.
Äëß ðåøåíèß çàäà÷è (1.2) ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé èòåðàöèîííûé
ïðîöåññ, ïîçâîëßþùèé ñâåñòè åå ê âàðèàöèîííîìó íåðàâåíñòâó ñ îïåðà-
òîðîì äâîéñòâåííîñòè, îáëàäàþùèì ñóùåñòâåííî áîëåå ëó÷øèìè ñâîé-
ñòâàìè ïî ñðàâíåíèþ ñ èñõîäíûì ïñåâäîìîíîòîííûì îïåðàòîðîì.
Ïóñòü u(0)  ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç M . Äëß k = 0, 1, 2, . . ., îïðå-
äåëèì u(k+1) ∈M(u(k)) êàê ðåøåíèå âàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà:
〈J(u(k+1) − u(k)), v − u(k+1)〉 ≥
≥ τ〈f − Au(k), v − u(k+1)〉 ∀v ∈M(u(k)), (1.10)
ãäå τ > 0 èòåðàöèîííûé ïàðàìåòð, J : V → V ∗ - îïåðàòîð äâîéñòâåí-
íîñòè, ïîðîæäàåìûé ôóíêöèåé Ψ è óäîâëåòâîðßþùèé óñëîâèßì (ñì. [1,
ñòð. 185]):
〈Jv, v〉 = ‖Jv‖V ∗‖v‖V = Ψ(‖v‖V )‖v‖V ∀v ∈ V, (1.11)
Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèß âàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà
(1.10) ñëåäóåò èç ñòðîãîé ìîíîòîííîñòè è õåìèíåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðà
äâîéñòâåííîñòè [1, ñòð. 186-187].
Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàß
Òåîðåìà 1.1. Ïóñòü îïåðàòîð A, ôóíêöèîíàë F è ìíîæåñòâî M
óäîâëåòâîðßþò ñôîðìóëèðîâàííûì âûøå óñëîâèßì, è, êðîìå òîãî,








S0 = {u ∈M : F (u) 6 F (u(0))}. (1.13)
Òîãäà èòåðàöèîííàß ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {u(k)}+∞k=0, ïîñòðîåííàß ñî-
ãëàñíî (1.10), îãðàíè÷åíà â V , è âñå åå ñëàáî ïðåäåëüíûå òî÷êè ßâëß-
þòñß ðåøåíèßìè çàäà÷è (1.2).
Äîêàçàòåëüñòâî. Îòìåòèì, ÷òî èç êîýðöèòèâíîñòè ôóíêöèîíàëà F
âûòåêàåò, ÷òî d0 < +∞, à èç îãðàíè÷åííîñòè îïåðàòîðà A ñëåäóåò, ÷òî
d1 < +∞. Òàêèì îáðàçîì, 0 < µ0 < +∞, òî åñòü èòåðàöèîííûé ïàðàìåòð
τ â (1.12) îïðåäåëåí êîððåêòíî.
Äîêàæåì ñíà÷àëà îãðàíè÷åííîñòü èòåðàöèîííîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè, à èìåííî, ïðîâåðèì, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå:
{u(k)}+∞k=0 ⊂ S0, òî åñòü ‖u(k)‖V ≤ d0, k = 0, 1, 2, . . . (1.14)
Ïî îïðåäåëåíèþ u(0) ∈ S0. Ïóñòü u(N) ∈ S0, äîêàæåì, ÷òî òîãäà è
u(N+1) ∈ S0.
Ïîäñòàâëßß â (1.10) v = u(k), ïîëüçóßñü (1.11) è òåì, ÷òî τ ≤ 1, èìååì
Ψ(‖u(k+1) − u(k)‖V )‖u(k+1) − u(k)‖V = 〈J(u(k+1) − u(k)), u(k+1) − u(k)〉 ≤
≤ τ〈f − Au(k), u(k+1) − u(k) ≤〉‖Au(k) − f‖V ∗‖u(k+1) − u(k)‖V ,
îòêóäà âñëåäñòâèå ñòðîãîãî âîçðàñòàíèß Ψ ïîëó÷àåì
‖u(k+1) − u(k)‖V ≤ Ψ−1
(
‖Au(k) − f‖V ∗
)
. (1.15)
Äàëåå, ñîãëàñíî (1.3) äëß t ∈ [0, 1] èìååì
|〈A(u(k) + t(u(k+1) − u(k)))− Au(k), u(k+1) − u(k)〉| ≤
≤ µ(d∗)Ψ(‖t(u(k+1) − u(k))‖V )‖u(k+1) − u(k)‖V ≤
≤ µ(d∗)Ψ(‖u(k+1) − u(k)‖V )‖u(k+1) − u(k)‖V , (1.16)
ãäå d∗ = max{‖u(k) + t(u(k+1) − u(k))‖V , ‖u(k)‖V }.
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó (1.15)
‖u(k) + t(u(k+1) − u(k))‖V − ‖u(k)‖V ≤ ‖t(u(k+1) − u(k))‖V ≤
≤ ‖u(k+1) − u(k)‖V ≤ Ψ−1
(
‖Au(k) − f‖V ∗
)
.
Ïîýòîìó, ïîëüçóßñü (1.13), ïîëó÷àåì
d∗ ≤ ‖u(k)‖V +Ψ−1
(
‖Au(k) − f‖V ∗
)
≤ d0 +Ψ−1 (d1) .
Ïîñêîëüêó µ  íå óáûâàþùàß ôóíêöèß, òî µ(d∗) ≤ µ0, ñëåäîâàòåëüíî,
èç (1.16) âûòåêàåò, ÷òî
|〈A(u(k) + t(u(k+1) − u(k)))− Au(k), u(k+1) − u(k)〉| ≤
≤ µ0Ψ(‖u(k+1) − u(k)‖V )‖u(k+1) − u(k)‖V . (1.17)
Äàëåå, èç (1.9) èìååì
F (u(k+1))− F (u(k)) =
1∫
0
〈A(u(k) + t(u(k+1) − u(k))), u(k+1) − u(k)〉dt−




〈A(u(k+1) + t(u(k) − u(k+1)))− Au(k), u(k+1) − u(k)〉dt+
+〈f − Au(k), u(k) − u(k+1)〉.
Îòñþäà, ïîëüçóßñü (1.10) ñ v = u(k) è (1.17), ñ ó÷åòîì (1.11) ïîëó÷àåì




|〈A(u(k+1) + t(u(k) − u(k+1)))− Au(k), u(k+1) − u(k)〉|dt−
− 1
τ
〈J(u(k+1) − u(k)), u(k+1) − u(k)〉 ≤
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≤ µ0Ψ(‖u(k+1) − u(k)‖V )‖u(k+1) − u(k)‖V −
−1
τ
Ψ(‖u(k+1) − u(k)‖V ) ‖u(k+1) − u(k)‖V =
= −λΨ(‖u(k+1) − u(k)‖V )‖u(k+1) − u(k)‖V , (1.18)
ïðè÷åì â ñèëó (1.12) λ = 1/τ − µ0 > 0. Òàêèì îáðàçîì, èìååì
F (u(k+1)) + λΨ(‖u(k+1) − u(k)‖V )‖u(k+1) − u(k)‖V ≤ F (u(k)). (1.19)
Ñóììèðóß ýòè íåðàâåíñòâà ïî k = 0, 1, . . . , N , ïîëó÷èì, ÷òî
F (u(k+1)) + λ
N∑
k=0
Ψ(‖u(k+1) − u(k)‖V ) ‖u(k+1) − u(k)‖V ≤ F (u(0)),
ñëåäîâàòåëüíî F (u(N+1)) ≤ F (u(0)), òî åñòü u(N+1) ∈ S0. Óòâåðæäåíèå
(1.14) äîêàçàíî.
Èç îãðàíè÷åííîñòè èòåðàöèîííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ðåôëåêñèâ-
íîñòè ïðîñòðàíñòâà V ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{u(km)}+∞m=1, ñõîäßùåéñß ñëàáî ê u â V ïðè m → +∞, à â ñèëó ñëàáîé
çàìêíóòîñòè ìíîæåñòâà M ïîëó÷àåì, ÷òî u ∈M . Ïîêàæåì, ÷òî u ßâëß-
åòñß ðåøåíèåì çàäà÷è (1.2).
Èç îïðåäåëåíèß ôóíêöèîíàëà F â âèäå (1.8) è óñëîâèß (1.3) ñëåäóåò,
÷òî
F (u) ≥ −µ(‖u‖V )Ψ (‖u‖V ) ‖u‖V − ‖A(0)‖V ∗ ‖u‖V − ‖f‖V ∗ ‖u‖V .
Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà è îãðàíè÷åííîñòè èòåðàöèîííîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè âûòåêàåò îãðàíè÷åííîñòü ñíèçó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {F (u(k))}+∞k=0
Çíà÷èò, íåâîçðàñòàþùàß ÷èñëîâàß ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {F (u(k))}+∞k=0 èìå-
åò êîíå÷íûé ïðåäåë. Ïîýòîìó èç (1.19) èìååì
lim
k→+∞
λΨ(‖u(k+1) − u(k)‖V )‖u(k+1) − u(k)‖V = 0.
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Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà â ñèëó íåïðåðûâíîñòè è ñòðîãîãî âîçðàñòàíèß
ôóíêöèè Ψ âûòåêàåò, ÷òî
lim
k→+∞
‖u(k+1) − u(k)‖V = 0. (1.20)
Äàëåå, äëß ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè v ∈M(u(k)) èç (1.10) ïîëó÷àåì:
〈Au(k), u(k) − v〉 = 〈Au(k), u(k) − u(k+1)〉+ 〈Au(k), u(k+1) − v〉 ≤
≤ 〈Au(k), u(k) − u(k+1)〉+ 1
τ
〈J(u(k+1) − u(k)), v − u(k+1)〉+




Ψ(‖u(k+1) − u(k)‖V )‖v − u(k+1)‖V + 〈f, u(k) − v〉 =
= C(k)(v) + 〈f, u(k) − v〉, (1.21)
ãäå




Ψ(‖u(k+1) − u(k)‖V )‖v − u(k+1)‖V .
Ïîñêîëüêó u ∈ M(u), òî íàéäåòñß òàêàß ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
{u(m)}+∞m=0, u(m) ∈M(u(km)), ÷òî
lim
m→+∞u
(m) = u (1.22)













〈Au(km), u(km) − u〉 ≤ lim sup
m→+∞




〈Au(km), u(m) − u〉 ≤ 0. (1.23)
Èñïîëüçóß îïðåäåëåíèå ïñåâäîìîíîòîííîñòè (1.4), (1.5), èç íåðàâåí-
ñòâà (1.23) ïîëó÷àåì, ÷òî
lim inf
m→+∞〈Au
(km), u(km) − v〉 ≥ 0 ∀ v ∈ V . (1.24)
Äëß ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà η èç ìíîæåñòâà M(u) íàéäåòñß òàêàß
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {η(m)}+∞m=0, η(m) ∈M(u(km)), ÷òî:
lim
m→+∞ η
(m) = η. (1.25)
Èç (1.21) äëß v = η(m) èìååì:
C(km)(η(m)) ≥ 〈Au(km), u(km) − η〉+ 〈Au(km), η − η(m)〉+ 〈f, η(m) − u(km)〉,
îòêóäà â ñèëó (1.20), (1.24) è (1.25) ïîëó÷àåì, ÷òî
0 = lim inf
m→+∞ C
(km)(η(m)) ≥ lim inf
m→+∞〈Au
(km), u(km) − η〉+
+ lim inf
m→+∞〈Au
(km), η − η(m)〉+ lim inf
m→+∞〈f, η
(m) − u(km)〉 ≥
≥ 〈Au, u− η〉+ 〈f, η − u〉 ∀ η ∈M(u), (1.26)
òî åñòü u  ðåøåíèå âàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà (1.2). Òåîðåìà äîêàçà-
íà.
Çàìå÷àíèå 1.1. Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ñëåäóåò ñóùåñòâî-
âàíèå ðåøåíèß êâàçèâàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà (1.2).
 2. Èòåðàöèîííûé ìåòîä ðåøåíèß êâàçèâàðèàöèîííûõ
íåðàâåíñòâ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå.
Îòäåëüíî ðàññìîòðèì èòåðàöèîííûå ìåòîäû ðåøåíèß êâàçèâàðèàöè-
îííûõ íåðàâåíñòâ ñ ëèïøèö-íåïðåðûâíûì îïåðàòîðîì â ãèëüáåðòîâîì
ïðîñòðàíñòâå.
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Èòàê V -ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, ñî ñêàëßðíûì ïðîèçâåäåíèåì
(·, ·)V , îòîæäåñòâëåííîå ñî ñâîèì ñîïðßæåííûì, ìíîæåñòâà M(u) è M
óäîâëåòâîðßþò óñëîâèßì, ââåäåííûì ðàíåå â íàñòîßùåì ïàðàãðàôå (ñì.
(1.1)).
Ðàññìàòðèâàåòñß çàäà÷à ïîèñêà ýëåìåíòà u ∈ M ⊆ V , ßâëßþùåãîñß
ðåøåíèåì ñëåäóþùåãî êâàçèâàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà:
(Au, η − u)V ≥ (f, η − u)V ∀ η ∈M(u) , (2.1)
ãäå f ∈ V  çàäàííûé ýëåìåíò, A : V → V  ïñåâäîìîíîòîííûé, ïîòåíöè-
àëüíûé, ëèïøèö-íåïðåðûâíûé ñ ïîñòîßííîé L, êîýðöèòèâíûé îïåðàòîð:
1∫
0
(A(t(u+ v)), u+ v)V dt−
1∫
0




(A(u+ tv), v)V dt ∀u, v ∈ V, (2.2)
‖Au− Av‖V ≤ L‖u− v‖V ∀u, v ∈ V, (2.3)
ñóùåñòâóåò η0 ∈M , äëß êîòîðîãî
(Au, u− η0)V ≥ ρ(‖u‖V )‖u‖V ∀u ∈ V, (2.4)
ãäå ôóíêöèß ρ óäîâëåòâîðßåò óñëîâèþ lim
ξ→+∞
ρ(ξ) = +∞.
Äëß ðåøåíèß çàäà÷è (2.1) ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé èòåðàöèîííûé
ïðîöåññ.
Ïóñòü u0  ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç M . Äëß n = 0, 1, 2, . . ., îïðåäå-
ëèì u(n+1) ∈M(u(n)) êàê ðåøåíèå âàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà:(






f − Au(n), v − u(n+1)
)
V
∀ v ∈M(u(n)), (2.5)
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ãäå τ > 0  èòåðàöèîííûé ïàðàìåòð. Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî M(u(n)) âû-
ïóêëîå è çàìêíóòîå, ðåøåíèå íåðàâåíñòâà (2.5) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåí-
íî. Èç âêëþ÷åíèß M(u(n)) ⊆M ñëåäóåò, ÷òî u(n+1) ∈M è òàêèì îáðàçîì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {u(n)}+∞n=1 ∈M .
Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàß
Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèß (2.2)(2.6), èòåðàöèîííûé
ïàðàìåòð τ óäîâëåòâîðßåò íåðàâåíñòâó:




Òîãäà èòåðàöèîííàß ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {u(n) }+∞n=1, ïîñòðîåííàß ñî-
ãëàñíî (2.5) îãðàíè÷åíà â V , è âñå åå ñëàáî ïðåäåëüíûå òî÷êè ßâëßþòñß
ðåøåíèßìè çàäà÷è (2.1).
Äîêàçàòåëüñòâî.
Îïðåäåëèì ôóíêöèîíàë F : V → R1 ñîîòíîøåíèåì
F (u) = FA(u)− (f, u)V , FA(u) =
1∫
0
(A(tu), u)V dt. (2.7)
Ïðè ýòîì èç (2.2), (2.7) âûòåêàåò, ÷òî äëß ëþáûõ u, v ∈ V ñïðàâåä-
ëèâî ðàâåíñòâî
F (u)− F (v) =
1∫
0
(A(v + t(u− v)), u− v)V dt− (f, u− v)V . (2.8)
Îòìåòèì, ÷òî â ñèëó óñëîâèß (2.4) ôóíêöèîíàë F êîýðöèòèâåí íà
ìíîæåñòâå M .
Äîêàæåì äàëåå îãðàíè÷åííîñòü èòåðàöèîííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, à
èìåííî, ïðîâåðèì, ÷òî
{u(n)}+∞n=1 ⊂ S0, n = 0, 1, 2, . . . , (2.9)
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ãäå S0 = {u ∈M : F (u) 6 F (u0)}  îãðàíè÷åííîå (â ñèëó êîýðöèòèâíîñòè
ôóíêöèîíàëà F ) ìíîæåñòâî.
Ïî îïðåäåëåíèþ u0 ∈ S0. Ïóñòü u(n) ∈ S0, äîêàæåì, ÷òî òîãäà è
u(n+1) ∈ S0.
Ïîëüçóßñü (2.5) ñ v = u(n), ïîëó÷àåì
− 1
τ
‖u(n) − u(n+1)‖2V ≥
(




Èç (2.3) âûòåêàåò, ÷òî äëß ëþáîãî t ∈ [0, 1]
|
(




≤ ‖A(u(n) + t(u(n+1) − u(n)))− Au(n)‖V ‖u(n) − u(n+1)‖V ≤
≤ L t ‖u(n) − u(n+1)‖2V . (2.11)
Äàëåå, èç (2.8) èìååì



























Îòñþäà, ó÷èòûâàß (2.10) è (2.11), ïîëó÷àåì
















‖u(n) − u(n+1)‖2V ≤ −λ ‖u(n) − u(n+1)‖2V , (2.12)
ãäå λ = 1/τ − L/2 > 0 â ñèëó óñëîâèß (2.6).
Òàêèì îáðàçîì,
F (u(n+1)) ≤ F (u(n))−λ‖u(n)−u(n+1)‖2V ≤ F (u(n)) äëß âñåõ n = 0, 1, 2, . . .
Ïðîñóììèðóåì ýòè íåðàâåíñòâà ïî n = 0, 1, 2, . . . , N − 1.
F (u(n+1)) + λ
N∑
n=0
‖u(n) − u(n+1)‖2V ≤ F (u0), (2.13)
ò.å. u(n+1) ∈ S0. Óòâåðæäåíèå (2.9) äîêàçàíî. Äàëüíåéøèé õîä ðàññóæäå-




Èññëåäîâàíèå ñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ òåîðèè ìßãêèõ
îáîëî÷åê ïðè íàëè÷èè ïðåïßòñòâèß
Â íàñòîßùåé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñß ïðîñòðàíñòâåííûå çàäà÷è î ðàâ-
íîâåñíîì ñîñòîßíèè ìßãêèõ îáîëî÷åê ïðè óñëîâèè, ÷òî ïîâåðõíîñòü ïðå-
ïßòñòâèß îïèñûâàåòñß äîñòàòî÷íî ãëàäêîé (íå îáßçàòåëüíî âûïóêëîé)
ôóíêöèåé. Ñíà÷àëà, èñõîäß èç óðàâíåíèé ðàâíîâåñèß, çàïèñàííûõ â äå-
êàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, ñôîðìóëèðîâàíà ïîòî÷å÷íàß çàäà÷à. Çàòåì
íà îñíîâå ïðèíöèïà âèðòóàëüíûõ ïåðåìåùåíèé ïîëó÷åíà âàðèàöèîííàß
ôîðìóëèðîâêà. Óñòàíîâëåíà ýêâèâàëåíòíîñòü óêàçàííûõ çàäà÷.
Äàëåå ðàññìîòðåí ñëó÷àé ìßãêîé ñåò÷àòîé îáîëî÷êè. Ïîä ñåò÷àòîé
ïîíèìàåòñß îáîëî÷êà, ñèëîâîé îñíîâîé êîòîðîé ßâëßåòñß ñåòêà, îáðàçî-
âàííàß äâóìß ñèñòåìàìè âçàèìíî ïåðåêðåùèâàþùèõñß, àáñîëþòíî ãèá-
êèõ óïðóãèõ íèòåé. Ïðåäïîëàãàåòñß, ÷òî óçëû ñåòè ôèêñèðîâàíû, ìà-
òåðèàë, çàïîëíßþùèé ïðîìåæóòêè ìåæäó íèòßìè, íå ñîïðîòèâëßåòñß
äåôîðìàöèè, è íè â íà÷àëüíîì ñîñòîßíèè, íè â ïðîöåññå äåôîðìàöèè
ñîñåäíèå íèòè íå ñîïðèêàñàþòñß. ß÷åéêè ñåòè ñ÷èòàþòñß ìàëûìè è íå
ñîïðîòèâëßþùèìèñß ñäâèãîâûì äåôîðìàöèßì. Äåôîðìàöèè è ïåðåìåùå-
íèß äîïóñêàþòñß êîíå÷íûìè. Ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèßõ íà ôóíêöèè,
îïèñûâàþùèå ôèçè÷åñêèå ñîîòíîøåíèß â íèòßõ, ïîñòàâëåíà îáîáùåííàß
çàäà÷à â âèäå êâàçèâàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà â áàíàõîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå è óñòàíîâëåíà åå ðàçðåøèìîñòü.
Îòäåëüíî äëß çàäà÷è ñ ïðåïßòñòâèåì, â ñëó÷àå íåâûïóêëîãî ìíîæå-
ñòâà îãðàíè÷åíèé, èññëåäîâàíû ñâîéñòâà ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ ïåðåìå-
ùåíèé, ïîçâîëßþùèå èñïîëüçîâàòü êðèòåðèè ñõîäèìîñòè ïðåäëîæåííûõ
â ãëàâå 1 èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ äëß ðåøåíèß çàäà÷ òåîðèè ìßãêèõ ñåò-
÷àòûõ îáîëî÷åê.
Íàêîíåö, ðàññìîòðåíà çàäà÷à ñ âûïóêëûì äîïóñòèìûì ìíîæåñòâîì
(ñ ïðåïßòñòâèåì âîãíóòîé ôîðìû) ïðè íàëè÷èè ñëåäßùåé ïîâåðõíîñòíîé
íàãðóçêè. Ïðè ýòîì îáîáùåííàß çàäà÷à ñôîðìóëèðîâàíà â âèäå âàðèàöè-
îííîãî íåðàâåíñòâà. Èññëåäîâàíû ñâîéñòâà îïåðàòîðîâ, âõîäßùèõ â ýòî
íåðàâåíñòâî. Ïîëó÷åíû êðèòåðèè ñóùåñòâîâàíèß ðåøåíèß îáîáùåííîé
çàäà÷è.
 3. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è î ðàâíîâåñèè ìßãêîé îáîëî÷êè,
îãðàíè÷åííîé â ïåðåìåùåíèßõ ïðåïßòñòâèåì.
Ââåäåì â ïðîñòðàíñòâå äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò (x1, x2, x3).
Ñ÷èòàåì ÷òî â íåäåôîðìèðîâàííîì ñîñòîßíèè îáîëî÷êà ìîæåò áûòü îïè-
ñàíà ïîâåðõíîñòüþ:
ξ(α) = (ξ1(α), ξ2(α), ξ3(α)), (3.1)
ãäå α = (α1, α2) ∈ Ω  ëàãðàíæåâû êîîðäèíàòû, Ω  îãðàíè÷åííàß
îáëàñòü èç R 2 ñ íåïðåðûâíîé ïî Ëèïøèöó ãðàíèöåé Γ; ïðåäïîëàãàåì,
÷òî ôóíêöèß ξ óäîâëåòâîðßåò óñëîâèßì:
ξ ∈ [C1(Ω¯)]3 , | [∂1ξ(α), ∂2ξ(α)] | ≥ c > 0 ∀α ∈ Ω¯. (3.2)
×åðåç w(α) = (w1(α), w2(α), w3(α)) îáîçíà÷èì ôóíêöèþ, îïèñûâà-
þùóþ ïîâåðõíîñòü îáîëî÷êè â äåôîðìèðîâàííîì ñîñòîßíèè, G(α) =
|[∂1w(α), ∂2w(α)]|2  äèñêðèìèíàíò ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà ïîâåðõíîñòè
äåôîðìèðîâàííîé îáîëî÷êè.
Çäåñü èñïîëüçîâàíû îáîçíà÷åíèß: ∂k = ∂/∂αk , k = 1, 2 , [·, ·], (·, ·) è
| · |  âåêòîðíîå, ñêàëßðíîå ïðîèçâåäåíèß è íîðìà â R3 ñîîòâåòñòâåííî.
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Óðàâíåíèå ðàâíîâåñèß îáîëî÷êè, íàõîäßùåéñß ïîä âîçäåéñòâèåì










Gγ Q = 0 , (3.3)
ãäå P , Q  âåêòîðà ïëîòíîñòè ñîîòâåòñòâåííî ïîâåðõíîñòíîé è ìàññîâîé
íàãðóçîê, γ  ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà îáîëî÷êè â äåôîðìèðîâàííîì ñîñòî-





Rk(α) = ∂kw(α) , k = 1, 2  âåêòîðà, îáðàçóþùèå êîâàðèàíòíûé ëîêàëü-
íûé áàçèñ íà äåôîðìèðîâàííîé ïîâåðõíîñòè.







, (α1, α2) ∈ Γ, (3.4)
è ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ðàñïîëîæåíèå îáîëî÷êè â ïðîñòðàíñòâå îãðàíè÷åíî
ïðåïßòñòâèåì. Âçàèìîäåéñòâèå ïðåïßòñòâèß ñ îáîëî÷êîé ó÷òåì, âíîñß â
















Çàìåòèì, ÷òî èçíà÷àëüíî ôóíêöèß P0 íå èçâåñòíà è, íàðßäó ñ ðàâíîâåñ-
íûì ïîëîæåíèåì îáîëî÷êè w, ßâëßåòñß èñêîìîé.
Áóäåì ïîëàãàòü â äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèßõ, ÷òî âõîäßùèå â óðàâ-
íåíèå (3.5) ôóíêöèè îáëàäàþò íåîáõîäèìîé ãëàäêîñòüþ è ïîâåðõíîñòíûå
íàãðóçêè P è P0 äåéñòâóþò íà îáîëî÷êó ñ ðàçíûõ ñòîðîí.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âî ââåäåííîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ïî-
âåðõíîñòü ïðåïßòñòâèß çàäàåòñß â âèäå x3 = ϕ(x1, x2), ãäå ϕ  íåïðåðûâ-
íî-äèôôåðåíöèðóåìàß ôóíêöèß:
ϕ ∈ C1(R 2) , (3.7)
è îáîëî÷êà íàõîäèòñß "íàä ïðåïßòñòâèåì", òî åñòü
ξ3(α) ≥ ϕ(ξ1(α), ξ2(α)) , α ∈ Ω¯.
Äëß óäîáñòâà èçëîæåíèß ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèþ F : R 3 →
R 1 ïðè ïîìîùè ñîîòíîøåíèß












= (∂1ϕ(x1, x2), ∂2ϕ(x1, x2), 0). (3.9)
Îáîçíà÷èì òàêæå ÷åðåç N : R 3 → R 3 âåêòîð-ôóíêöèþ, ñâßçàííóþ ñ
åäèíè÷íîé âíåøíåé íîðìàëüþ ê ïîâåðõíîñòè ïðåïßòñòâèß ôîðìóëîé
N(x1, x2, x3) =
ν(x1, x2)
|ν(x1, x2)| , x ∈ R
3, (3.10)
ãäå ν = [τ1, τ2] , τ1 = (1, 0, ∂1ϕ(x1, x2)) , τ2 = (0, 1, ∂2ϕ(x1, x2)), è âûïîë-
íåíî íåðàâåíñòâî




2 + (∂2ϕ(x1, x2))
2 + 1 > 0 ∀ (x1, x2) ∈ R 2. (3.11)










M îïèñûâàþò ïîâåðõíîñòè, íàõîäßùèåñß "íàä
ïðåïßòñòâèåì" è óäîâëåòâîðßþùèå ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ.
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Áóäåì ñ÷èòàòü ìàòåðèàë ïðåïßòñòâèß àáñîëþòíî òâåðäûì, à åãî ïî-
âåðõíîñòü  àáñîëþòíî ãëàäêîé, òî åñòü ïðåïßòñòâèå ïðè âîçäåéñòâèè
íà íåãî íå äåôîðìèðóåòñß è ïîðîæäàåò óñèëèß òîëüêî â íàïðàâëåíèè
âíåøíåé íîðìàëè ê ñâîåé ïîâåðõíîñòè. Òîãäà ïëîòíîñòü ñèëû ðåàêöèè
ïðåïßòñòâèß ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
P0(α) = β(α)N(w(α)),
ãäå β : Ω¯→ R  íåèçâåñòíàß ôóíêöèß, óäîâëåòâîðßþùàß óñëîâèßì:
β(α) ≥ 0, α ∈ I(w); (3.13)
β(α) = 0, α ∈ I−(w). (3.14)
Çäåñü I(w) = {α ∈ Ω¯ : w3(α) = F (w(α))}  òàê íàçûâàåìîå
êîèíöèäåíòíîå ìíîæåñòâî, I−(w) = Ω¯ \ I(w). Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî
I−(w) = {α ∈ Ω¯ : w3(α) > F (w(α))}  ìíîæåñòâî òåõ òî÷åê, ãäå îáîëî÷-
êà íå êîíòàêòèðóåò ñ ïðåïßòñòâèåì.
Òàêèì îáðàçîì, ïîñòàíîâêà çàäà÷è î ðàâíîâåñíîì ïîëîæåíèè, çàêðåï-
ëåííîé ïî êðàþ, ìßãêîé îáîëî÷êè, íàõîäßùåéñß ïîä âîçäåéñòâèåì íà-
ãðóçêè è îãðàíè÷åííîé â ïðîñòðàíñòâå àáñîëþòíî òâåðäûì è ãëàäêèì
ïðåïßòñòâèåì, ñâîäèòñß ê ïîèñêó ôóíêöèé w ∈ ∼M è β, óäîâëåòâîðßþùèõ
óñëîâèßì (3.13), (3.14) è óðàâíåíèþ:
D(w(α)) +
√
G(α) β(α)N(w(α)) = 0 , α ∈ Ω. (3.15)
Ïåðåéäåì îò ïîòî÷å÷íîé ê âàðèàöèîííîé ôîðìóëèðîâêå ýòîé çàäà-
÷è. Äëß ïðîèçâîëüíîãî ïîëîæåíèß îáîëî÷êè u ∈ ∼M îïðåäåëèì ìíîæå-







v : Ω¯→ R3 : ∃ tv > 0, u+ t v ∈
∼




Óìíîæèì ñêàëßðíî óðàâíåíèå (3.15) íà ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ η èç
ìíîæåñòâà
∼
M (w) è çàòåì ïðîèíòåãðèðóåì ïî ìíîæåñòâó Ω :∫
Ω






dα = 0. (3.17)




Äëß α ∈ I(w), ïîñêîëüêó η ∈ ∼M (w) (è çíà÷èò, w + t η ∈
∼
M äëß
t ∈ [0, tη]), èìååì: F (w) + t η3 = w3+ t η3 ≥ F (w+ t η), îòêóäà ïîëó÷àåì,
÷òî
t η3 ≥ F (w + t η)− F (w) = t (η,∇F (w)) + o(t). (3.19)
Ðàçäåëèâ íåðàâåíñòâî (3.19) íà t > 0 è ïåðåõîäß, ïðè ôèêñèðîâàííîì
α ∈ I(w), ê ïðåäåëó ïðè t → +0, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî ([τ1, τ2], η) =
η3 − (η,∇F (w)) ≥ 0. Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà ñ ó÷åòîì (3.10) âûòåêàåò, ÷òî(√
GβN(w), η
)
≥ 0 , α ∈ I(w). (3.20)
Òàêèì îáðàçîì, èç (3.17), (3.18), (3.20) ñëåäóåò, ÷òî åñëè w  ðåøåíèå
çàäà÷è (3.15), òî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî:∫
Ω
(D(w(α)), η(α)) dα ≤ 0 ∀ η ∈ ∼M (w). (3.21)
Ïîä âàðèàöèîííîé ïîñòàíîâêîé ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è áóäåì ïîíè-




Ïðåäûäóùèå ðàññóæäåíèß ïîêàçàëè, ÷òî åñëè ôóíêöèß w ßâëßåòñß
ðåøåíèåì ïîòî÷å÷íîé çàäà÷è (3.15), òî îíà ßâëßåòñß ðåøåíèåì è âàðèà-
öèîííîé çàäà÷è.
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Îáðàòíî, ïóñòü ôóíêöèß w èç
∼
M óäîâëåòâîðßåò âàðèàöèîííîìó óñëî-
âèþ (3.21). Îïðåäåëèì ôóíêöèþ β ñîîòíîøåíèåì
β(α) =
|D(w(α))|
| [∂1w(α), ∂2w(α)] | , α ∈ Ω¯. (3.22)
Äîêàæåì, ÷òî ïðè ýòîì äëß ôóíêöèé w è β âûïîëíåíû óðàâíåíèå
(3.15) è óñëîâèß (3.13), (3.14).
Ïðîâåðèì ñíà÷àëà, ÷òî
D(w(α)) = −|D(w(α)) | N(w(α)) , α ∈ I(w). (3.23)
Äîïóñòèì, ÷òî íàøëàñü òî÷êà α∗ ∈ I(w), â êîòîðîé íå âûïîëíåíî
óñëîâèå (3.23). Îïðåäåëèì âåêòîð g = (g1, g2, g3) ðàâåíñòâîì:
g =
D(w∗)/|D(w∗) |+N(w∗)
|D(w∗)/|D(w∗) |+N(w∗) | , ãäå w
∗ = w(α∗).
Ïðîâåðèì, ÷òî ýòîò åäèíè÷íûé âåêòîð óäîâëåòâîðßåò óñëîâèßì
(g,D(w∗)/|D(w∗)|) > 0 , (g,N(w∗)) > 0. (3.24)
Äåéñòâèòåëüíî, äëß ëþáûõ äâóõ åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ a, b, òàêèõ, ÷òî
a 6= −b, âåðíî íåðàâåíñòâî (a, b) > −1, è, åñëè c = (a + b)/|a + b|, òî




1 + (a, b)
|a+ b| = (b, c) > 0.
Ëåâûå ÷àñòè íåðàâåíñòâ (3.24) ïî ïðåäïîëîæåíèþ, ñäåëàííîìó âûøå,
íåïðåðûâíû, à çíà÷èò, íàéäóòñß òàêèå δ, ε0 > 0, ÷òî
(g,D(w(α))) > δ, α ∈ Bε0(α∗), (3.25)
(g,N(w(α))) | ν(w(α)) | > δ , α ∈ Bε0(α∗), (3.26)
ãäå Bε(α) = {τ ∈ R2 : | τ − α | ≤ ε}.
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Äàëåå, äëß ε > 0 ââåäåì ôóíêöèþ ωε ∈ C∞(R2) ñî ñâîéñòâàìè (ñì.,
íàïðèìåð, [13, ñòð. 89]):
0 ≤ ωε(α) ≤ 1, ωε(α) = 1, α ∈ Bε/3(0), ωε(α) = 0, α 6∈ Bε(0),
è îïðåäåëèì âåêòîð-ôóíêöèþ η(α) = ε ωε(α − α∗)g, α ∈ Ω. Óñòàíîâèì,
÷òî η ∈ ∼M (w) äëß äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0.
Ïðè ëþáûõ t ∈ [ 0, 1 ], èñïîëüçóß ðàçëîæåíèå â ðßä Òåéëîðà ôóíêöèè
F , èìååì:
w3(α) + tη3(α)− F (w(α) + tη(α)) = w3(α) + t ε ωε(α− α∗) g3−
− (F (w(α)) + t ε ωε(α− α∗) (g,∇F (w(α)) + c(α) (t ε ωε(α− α∗))2) =
= w3(α)− F (w(α))+
+t ε ωε(α− α∗)
(
(N(w(α)), g)|ν(w(α))| − c(α) t ε ωε(α− α∗)
)
, (3.27)
ãäå c(α) = (∇2F (x(α))g, g), x(α) = w(α) + θ(α)η(α) , θ(α) ∈ [0, 1].
Ïðåäïîëàãàß, ÷òî |c(α)| ≤ c0 ïðè α ∈ Bε(α∗), èç íåðàâåíñòâà (3.26)
äëß ε ≤ min{ε0, δ/(2 c0)} ïîëó÷àåì:
(N(w(α)), g)|ν(w(α))| − c(α) t ε ωε(α− α∗) ≥ δ − c0δ/(2c0) = δ/2 > 0.
Äëß α 6∈ Bε(α∗) èìååì ωε(α− α∗) = 0, à çíà÷èò,
t ε ωε(α− α∗) ((N(w(α)), g)|ν(w(α))| − c(α) t ε ωε(α− α∗)) = 0.
Òàêèì îáðàçîì, ïîñêîëüêó w ∈ ∼M (òî åñòü w3(α) ≥ F (w(α))), òî èç
(3.27) ñëåäóåò, ÷òî ïðè t ∈ [0, 1]
w3(α) + tη3(α)− F (w(α) + tη(α)) ≥ 0, α ∈ Ω¯,
è ïîýòîìó η ∈ ∼M (w).
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Äëß ïîñòðîåííîé ôóíêöèè η, ïîëüçóßñü (3.25) è ñâîéñòâàìè ôóíêöèè
ωε, èìååì∫
Ω











ωε(α− α∗) dα = δ εmes(Bε/3(α∗)
⋂
Ω) > 0, (3.28)
÷òî ïðîòèâîðå÷èò (3.21). Ñïðàâåäëèâîñòü (3.23) òåì ñàìûì óñòàíîâëåíà.
Äàëåå, äîêàæåì ðàâåíñòâî:
D(w(α)) = 0, äëß α ∈ I−(w). (3.29)
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò òî÷êà α∗ ∈ I−(w), â êîòîðîé íå âû-
ïîëíåíî óñëîâèå (3.29). Ïîëîæèì g = D(w∗)/|D(w∗)|, òîãäà íàéäóò-
ñß òàêèå δ, ε0 > 0, ÷òî âûïîëíåíî (3.25). Ïîñêîëüêó α∗ ∈ I−(w), òî
w3(α
∗) > F (w(α∗)), è â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèé w, F , íàéäåòñß
îêðåñòíîñòü òî÷êè α∗, â êîòîðîé
w3(α)− F (w(α)) ≥ δ1 > 0.
Ïîëüçóßñü ýòèì íåðàâåíñòâîì è íåðàâåíñòâîì (3.27), ïîëó÷àåì, ÷òî
ôóíêöèß η = ε ωεg ïðèíàäëåæèò
∼
M (w), è äëß íåå âûïîëíåíî íåðàâåí-
ñòâî (3.28). Ïîëó÷åíî ïðîòèâîðå÷èå ñ (3.21), è òåì ñàìûì óñòàíîâëåíà
ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà (3.29).
Èç ðàâåíñòâ (3.22), (3.23) è (3.29) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèè w è β óäî-
âëåòâîðßþò óðàâíåíèþ (3.15) è óñëîâèßì (3.13), (3.14). Òàêèì îáðàçîì,
äèôôåðåíöèàëüíàß è âàðèàöèîííàß ôîðìóëèðîâêè çàäà÷è (3.15), (3.21)
ýêâèâàëåíòíû.
Â ðàññìîòðåííûõ çàäà÷àõ íåèçâåñòíàß ôóíêöèß w îïèñûâàåò ðàâíî-
âåñíîå ïîëîæåíèå îáîëî÷êè. Ñôîðìóëèðóåì òåïåðü çàäà÷ó îòíîñèòåëüíî
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ïåðåìåùåíèé u îáîëî÷êè èç èçâåñòíîãî ïåðâîíà÷àëüíîãî ïîëîæåíèß ξ
(òî åñòü w = ξ + u). Ââåäåì ìíîæåñòâà
M =
{
v : Ω¯→ R3 , vΓ = 0 , ξ3 + v3 ≥ F (ξ + v), α ∈ Ω¯,
}
(3.30)
M(u) = {v ∈M : u+ s(v − u) ∈M , ∀s ∈ [0, 1]} . (3.31)
Òîãäà âàðèàöèîííàß çàäà÷à îòíîñèòåëüíî ïåðåìåùåíèé îáîëî÷êè ñâî-
äèòñß ê ñëåäóþùåé: íàéòè ôóíêöèþ u èç ìíîæåñòâà M , óäîâëåòâîðßþ-
ùóþ óñëîâèþ:∫
Ω
(D(ξ(α) + u(α)), v(α)− u(α)) dα ≤ 0 ∀ v ∈M(u). (3.32)
Äîêàæåì, ÷òî çàäà÷è (3.21) è (3.32) ýêâèâàëåíòíû. Äåéñòâèòåëüíî,
ïóñòü u  ðåøåíèå çàäà÷è (3.32). Òîãäà ðàâíîâåñíîå ïîëîæåíèå îáîëî÷êè
çàäàåòñß ôóíêöèåé w = ξ+u. Äëß ïðîèçâîëüíîãî η èç
∼
M (w) èìååì, ÷òî
v = u + tηη ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó M(u), è èç (3.32) ïîëó÷àåì, ÷òî w
ßâëßåòñß ðåøåíèåì çàäà÷è (3.21). Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñß ÷òî, åñëè w
 ðåøåíèå âàðèàöèîííîé çàäà÷è (3.21), òî u = w − ξ ßâëßåòñß ðåøåíèåì
(3.32).
Çàìåòèì, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî M âûïóêëî, òî M(u) =M äëß ëþáîãî
u èç M , è êâàçèâàðèàöèîííîå íåðàâåíñòâî (3.32) ñòàíîâèòñß âàðèàöèîí-
íûì. Îòìåòèì, ÷òî, â ÷àñòíîñòè, ìíîæåñòâîM ßâëßåòñß âûïóêëûì, åñëè
ôóíêöèß ϕ, îïèñûâàþùàß ïîâåðõíîñòü ïðåïßòñòâèß, âûïóêëà âî ââåäåí-
íîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.
 4. Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèß îáîáùåííîé çàäà÷è äëß ìßãêîé
ñåò÷àòîé îáîëî÷êè ïðè íàëè÷èè ïðåïßòñòâèß.
Â íàñòîßùåì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàåòñß îáîáùåííàß çàäà÷à â ïåðå-
ìåùåíèßõ îá îïðåäåëåíèè ïîëîæåíèß ðàâíîâåñèß ìßãêîé ñåò÷àòîé îáî-
ëî÷êè, çàêðåïëåííîé ïî êðàßì, íàõîäßùåéñß ïîä âîçäåéñòâèåì ìàññîâûõ
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ñèë, îãðàíè÷åííîé ïðåïßòñòâèåì, è óñòàíàâëèâàåòñß ñóùåñòâîâàíèå ðå-
øåíèß ýòîé çàäà÷è.
Ïîä ñåò÷àòîé ïîíèìàåòñß îáîëî÷êà, ñèëîâîé îñíîâîé êîòîðîé ßâëßåò-
ñß ñåòêà, îáðàçîâàííàß äâóìß ñåìåéñòâàìè âçàèìíî ïåðåêðåùèâàþùèõñß,
àáñîëþòíî ãèáêèõ, óïðóãèõ íèòåé. Ïðåäïîëàãàåòñß, ÷òî óçëû ñåòè ôèê-
ñèðîâàíû, ìàòåðèàë, çàïîëíßþùèé ïðîìåæóòêè ìåæäó íèòßìè, íå ñî-
ïðîòèâëßåòñß äåôîðìàöèè, è, íè â íà÷àëüíîì ñîñòîßíèè, íè â ïðîöåññå
äåôîðìàöèè, ñîñåäíèå íèòè íå ñîïðèêàñàþòñß. ß÷åéêè ñåòè ñ÷èòàþòñß
ìàëûìè è íå ñîïðîòèâëßþùèìèñß ñäâèãîâûì äåôîðìàöèßì. Äåôîðìà-
öèè è ïåðåìåùåíèß äîïóñêàþòñß êîíå÷íûìè.
Ëàãðàíæåâû êîîðäèíàòû (α1, α2) âûáåðåì òàê, ÷òî êîîðäèíàòíûå ëè-
íèè ñòàíóò ñîíàïðàâëåííûìè ñ íèòßìè, îáðàçóþùèìè îáîëî÷êó; ôóíê-
öèß ξ ïî-ïðåæíåìó óäîâëåòâîðßåò óñëîâèßì (3.2).
Ââåäåì òàêæå ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèß (äëß k = 1, 2): k∗ = 3 − k;
gk = | ∂k ξ |, Gk = | ∂k w |  ïàðàìåòðû Ëàìå ñîîòâåòñòâåííî íåäåôîðìè-
ðîâàííîé è äåôîðìèðîâàííîé ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè ; R 1, R 2  âåêòîðà,
îáðàçóþùèå êîíòðàâàðèàíòíûé ëîêàëüíûé áàçèñ íà äåôîðìèðîâàííîé
ïîâåðõíîñòè: (Rk, Rm) = δ km.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç F k âíóòðåííþþ ñèëó, äåéñòâóþùóþ íà åäèíèöó
äëèíû α k∗ é êîîðäèíàòíîé ëèíèè (α k = const ) äåôîðìèðîâàííîé îáî-
ëî÷êè, ñ òîé ñòîðîíû îáîëî÷êè, êóäà íàïðàâëåí âåêòîð R k, k = 1, 2,
÷åðåç F km  êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèß ýòîé ïëîòíîñòè ñèë ïî åäèíè÷-





Òîãäà êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðßæåíèé ñâßçàíû ñ ïîãîííûìè óñèëèßìè
F km ñîîòíîøåíèßìè (ñì. [3]):
√
GT km = F kmGk∗/Gm.
Äëß ñåò÷àòîé îáîëî÷êè â ñèëó òîãî, ÷òî â âûáðàííîé ëàãðàíæå-
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âîé ñèñòåìå êîîðäèíàò íàïðàâëåíèß îñåé ñîâïàäàþò ñ íàïðàâëåíèßìè
íèòåé, èìååì (ñì. [5], [3]): F 12 = F 21 = 0 (òî åñòü ß÷åéêà ñåòè íå
îêàçûâàåò ñîïðîòèâëåíèß ïîâîðîòó íèòåé â óçëàõ ñêðåïëåíèß), F kk =
tk(λk) ρk gk∗/Gk∗, ãäå λk = Gk/gk  îòíîñèòåëüíûå ñòåïåíè óäëèíåíèß.
Çäåñü t1, t2 : R+ → R+  ôóíêöèè, õàðàêòåðèçóþùèå ôèçè÷åñêèå
ñâîéñòâà íèòåé, ρk : Ω → R+  êîëè÷åñòâî íèòåé, ñîíàïðàâëåííûõ ñ
αk é êîîðäèíàòíîé îñüþ, íà åäèíèöó äëèíû αk∗ é êîîðäèíàòíîé îñè â
íåäåôîðìèðîâàííîì ñîñòîßíèè. Ýòè ôóíêöèè îïðåäåëåíû êîíñòðóêöèåé
ñåò÷àòîé îáîëî÷êè, è îòíîñèòåëüíî íèõ ñ÷èòàåì âûïîëíåííûìè óñëîâèß:
tk ∈ C(R+), (4.1)
tk(λ) = 0 , ïðè λ 6 1 (4.2)
(òî åñòü íèòè íå âîñïðèíèìàþò ñæèìàþùèõ óñèëèé),
tk(λ) > tk(ν) , ïðè λ > ν > 1, (4.3)
ñóùåñòâóþò c, c0, c1, c2 > 0, p1 > 1, p2 > 1 , òàêèå, ÷òî ïðè λ > 0 äëß
k = 1, 2
c0λ
pk − c1 6 tk(λ)λ 6 c2λpk , (4.4)
ρk ∈ C(Ω¯) , (4.5)
ρk(α) ≥ c > 0 ∀α ∈ Ω¯ . (4.6)
Çàìåòèì, ÷òî, âîîáùå ãîâîðß, íàïðàâëåíèß Rk íå ßâëßþòñß ãëàâíûìè
äëß òåíçîðà T, õîòß ñìåøàííûå êîìïîíåíòû T km (k 6= m) è ðàâíû íóëþ.
Ïëîòíîñòü ìàññîâûõ ñèë Q : Ω → R3 ñ÷èòàåì èçâåñòíîé. Â ñèëó çà-
êîíà ñîõðàíåíèß ìàññû èìååì:
√





- çàäàííàß ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà íåäåôîðìèðîâàííîé îáîëî÷êè. Îòíîñè-
òåëüíî Q è
◦
γ ñ÷èòàåì âûïîëíåííûìè óñëîâèß:
Q ∈ [C(Ω¯)]3 , ◦γ∈ C(Ω¯) , ◦γ (α) > c > 0 , ∀α ∈ Ω¯. (4.7)
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Ïîâåðõíîñòíàß íàãðóçêà ïðåäïîëàãàåòñß ðàâíîé íóëþ: P = 0.
Òàêèì îáðàçîì, â ðàññìàòðèâàåìîì íàìè ñëó÷àå, â ñîîòâåòñòâèè ñ










+ | [∂1ξ, ∂2ξ] |
◦
γ Q. (4.8)
Çàäà÷ó ñôîðìóëèðóåì â ïåðåìåùåíèßõ: èñêîìîé áóäåò âåêòîð-
ôóíêöèß u(α) = w(α)− ξ(α), α ∈ Ω¯, ãäå ôóíêöèè w, ξ îïèñûâàþò ñîîò-




W (1)p1,p2 (Ω) êàê ïîïîëíåíèå ïðîñòðàíñòâà
C∞0 (Ω) ïî íîðìå
‖η‖p1,p2 ≡ ‖∂1η‖Lp1 + ‖∂2η‖Lp2 . (4.9)




(ãäå pk > 1, k = 1, 2  ïàðà-
ìåòðû èç óñëîâèß (4.4)) ñ íîðìîé







îáîçíà÷èì ÷åðåç 〈·, ·〉 îòíîøåíèå äâîéñòâåííîñòè ìåæäó V ∗ è V , ãäå V ∗ 
ïðîñòðàíñòâî ñîïðßæåííîå ê V . Î÷åâèäíî, ÷òî ïðîñòðàíñòâî V ßâëßåòñß
ðåôëåêñèâíûì áàíàõîâûì ïðîñòðàíñòâîì.




, v ∈ V, (4.11)
Tk(x) =
tk(|x|)
|x| x , x ∈ R
3, (4.12)
è ïåðåïèøåì (4.8) â ñëåäóþùåì âèäå
D(ξ + u) =
2∑
k=1













ρkgk∗ (Tk(Λk(u)) , ∂kη) dα,
(4.14)
è åñëè u ßâëßåòñß ðåøåíèåì çàäà÷è (3.32) òî, äëß ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó-









(| [∂1ξ, ∂2ξ] |
◦
γ Q, v − u) dα. (4.15)
Ïîä ðåøåíèåì îáîáùåííîé çàäà÷è (3.32) áóäåì ïîíèìàòü òàêóþ
ôóíêöèþ u ∈M ,
M = {v ∈ V : ξ3(α) + v3(α) ≥ F (ξ(α) + v(α)) ï. âñ. íà Ω} , (4.16)
÷òî äëß ëþáîãî v ∈M(u),
M(u) = {v ∈M : u+ s(v − u) ∈M , ∀ s ∈ [0, 1]} , (4.17)
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (4.15).










γ Q, v)dα. (4.19)
Óáåäèìñß â êîððåêòíîñòè îïðåäåëåíèé. Èç óñëîâèé (3.2) ñëåäóåò:
0 < c1 6 gk(α) 6 c2 , ∀α ∈ Ω¯ . (4.20)
Èç (4.4), ó÷èòûâàß (4.5), (4.20), ïîëó÷àåì îöåíêó:
|ρkgk∗Tk(Λk(u))| 6 c|∂k(ξ + u)|pk−1 , α ∈ Ω¯ .
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Èç íåå ïîëó÷àåì êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèß îïåðàòîðà Ak:




6 c‖∂k(u+ ξ)‖pk−1Lpk ‖∂kv‖Lpk 6 c(‖u‖V + ‖∂kξ‖Lpk )
pk−1‖v‖V . (4.21)
Ïóñòü A = A1 + A2. Ñ ó÷åòîì ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèé îáîáùåííàß
çàäà÷à (4.15) ýêâèâàëåíòíà êâàçèâàðèàöèîííîìó íåðàâåíñòâó: íàéòè u
èç ìíîæåñòâà M , óäîâëåòâîðßþùóþ íåðàâåíñòâó
〈A(u), v − u〉 ≥ 〈f, v − u〉 ∀ v ∈M(u). (4.22)
Ëåììà 4.1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèß (4.1)(4.6), (4.20). Òîãäà
îïåðàòîð A îãðàíè÷åí, õåìèíåïðåðûâåí (òî åñòü ôóíêöèß âåùåñòâåí-
íîãî àðãóìåíòà Φ, Φ(t) = 〈A(u + tv), w〉 íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [0, 1]
äëß ëþáûõ u, v, w ∈ V ), ìîíîòîíåí, è âûïîëíßåòñß íåðàâåíñòâî:






− c3) ∀u ∈ V, (4.23)
ãäå v0  ïðîèçâîëüíûé ôèêñèðîâàííûé ýëåìåíò èç V .
Äîêàçàòåëüñòâî. Îãðàíè÷åííîñòü îïåðàòîðà A ñëåäóåò èç îöåíêè
(4.21).
Õåìèíåïðåðûâíîñòü îïåðàòîðà A ñëåäóåò èç íåïðåðûâíîñòè ôóíê-
öèè tk (óñëîâèå (4.1)) è ñâîéñòâ îïåðàòîðà Íåìûöêîãî (ñì. [2]).
Äîêàæåì ìîíîòîííîñòü îïåðàòîðà Ak. Äëß ïðîèçâîëüíûõ âåêòîðîâ
x, y èç R3 è k = 1, 2, ïîëüçóßñü íåðàâåíñòâîì (x, y) 6 |x| |y|, ïîëó÷àåì
îöåíêó:
(Tk(x)− Tk(y) , x− y) =
= tk(|x|)|x| − tk(|x|)(x, y)|x| − tk(|y|)
(x, y)
|y| + tk(|y|)|y| >
> tk(|x|)|x| − tk(|x|)|y| − tk(|y|)|x|+ tk(|y|)|y| =
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= (tk(|x|)− tk(|y|)) (|x| − |y|). (4.24)
Ïîñêîëüêó ôóíêöèè tk íå óáûâàþò (óñëîâèß (4.2) è (4.3)), òî ñëåäóåò:
(tk(λ)− tk(ν)) (λ− µ) > 0 , ∀λ, µ > 0. (4.25)
Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà
(Tk(x)− Tk(y) , x− y) > 0 ∀x, y ∈ R3 , k = 1, 2. (4.26)
Âîñïîëüçîâàâøèñü íåðàâåíñòâàìè (4.6), (4.20) è (4.26), äëß ïðîèç-
âîëüíûõ ôóíêöèé v, u èç V è k = 1, 2 ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâà:




ρkgk∗gk (Tk(Λk(v))− Tk(Λk(u)) , Λk(v)− Λk(u)) dα > 0. (4.27)
Èç (4.27) ñëåäóåò ìîíîòîííîñòü îïåðàòîðîâ Ak è, òåì ñàìûì, îïåðàòîðà
A.
Äàëåå, ïîëüçóßñü íåðàâåíñòâàìè (4.20) è (4.4), ïîëó÷àåì îöåíêè (k =
1, 2):
〈Aku, u− v0〉 =
∫
Ω
















c0|Λk(u)|pk − c1 − c2|Λk(u)|pk−1|Λk(v0)|
)
dα >
> c∗0‖∂k(u+ ξ)‖pkLpk − c
∗
2‖∂k(u+ ξ)‖pk−1Lpk ‖∂k(v0 + ξ)‖Lpk − c
∗
1 >





èç êîòîðûõ ñëåäóåò íåðàâåíñòâî (4.23). Ëåììà äîêàçàíà.
Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàß
Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèß (4.1)  (4.7), (4.20). Òîãäà
êâàçèâàðèàöèîííîå íåðàâåíñòâî (4.22) èìååò ðåøåíèå.





i=0 , ïðèíàäëåæàùàß ìíîæåñòâóM , ñëà-





i=0 ñõîäèòñß ñèëüíî ê v â [L1(Ω)]
3,
à çíà÷èò, ó íåå íàéäåòñß ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäßùàßñß ïî÷òè âñþ-
äó ê v. Ïîýòîìó v ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó M .

















Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðßåòñß, ÷òî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî:
lim
s→0
Φk(v + s(u− v))
s
= 〈Akv, u〉 , òî åñòü∇Φk(v) = Ak v.
Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèîíàë Φ : V → R1, îïðåäåëåííûé ñîîòíîøåíè-
åì Φ(v) = Φ1(v) + Φ2(v) − 〈f, v〉, v ∈ V , ßâëßåòñß äèôôåðåíöèðóåìûì:
∇Φ(v) = Av − f , à â ñèëó ñâîéñòâ îïåðàòîðà A (ëåììà 4.1), ßâëßåòñß
òàêæå âûïóêëûì, ñëàáî ïîëóíåïðåðûâíûì ñíèçó è êîýðöèòèâíûì.
Èç óñòàíîâëåííûõ âûøå ñâîéñòâ ôóíêöèîíàëà Φ, ìíîæåñòâà M è
ðåôëåêñèâíîñòè ïðîñòðàíñòâà V ñëåäóåò, ïî òåîðåìå Âåéåðøòðàññà [?],
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ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèß çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà Φ íà ìíîæå-




Óñòàíîâèì, ÷òî u ßâëßåòñß ðåøåíèåì êâàçèâàðèàöèîííîãî íåðàâåí-
ñòâà (4.22). Ïóñòü v  ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà M(u). Èç îïðå-
äåëåíèß ìíîæåñòâàM(u) ñëåäóåò, ÷òî u+s(v−u) ∈M äëß âñåõ s ∈ [0, 1].
Ýëåìåíò u ßâëßåòñß òî÷êîé ìèíèìóìà Φ íà ìíîæåñòâå M , çíà÷èò
Φ(u+ s(v − u)) > Φ(u), s ∈ [0, 1]. (4.28)
Â ñèëó äèôôåðåíöèðóåìîñòè Φ èìååì ðàâåíñòâî:
Φ(u+ s(v − u))− Φ(u) = s 〈∇Φ(u+ θss(v − u)), v − u〉 , ãäå 0 6 θs 6 1,
ñëåäîâàòåëüíî, èç (4.28) ïîëó÷àåì:
〈A(u+ θss(v − u))− f, v − u〉 > 0.
Óñòðåìëßß s ê íóëþ è ó÷èòûâàß õåìèíåïðåðûâíîñòü îïåðàòîðà A, ïîëó-
÷àåì íåðàâåíñòâî (4.22). Òåîðåìà äîêàçàíà.
 5. Ñâîéñòâà ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ ïåðåìåùåíèé â ñëó÷àå
íåâûïóêëîãî ìíîæåñòâà îãðàíè÷åíèé.
Â ýòîì ïàðàãðàôå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèß ϕ, îïèñûâàþùàß
ïîâåðõíîñòü ïðåïßòñòâèß, ßâëßåòñß âîãíóòîé íà âñåé îáëàñòè å¼ îïðåäå-
ëåíèß, òî åñòü äëß âñåõ (x1, x2) ∈ R 2 è äëß ëþáîãî λ èç îòðåçêà [0, 1]
âûïîëíßåòñß íåðàâåíñòâî:
ϕ(λ(x1, x2) + (1− λ)(x1, x2)) ≥ λϕ(x1, x2) + (1− λ)ϕ(x1, x2),
è, òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî, êîòîðîå ìîæíî ñ÷èòàòü, áåç îãðàíè÷åíèß
îáùíîñòè, ïðåïßòñòâèåì, èìååò âèä
∆ϕ =
{




è ßâëßåòñß âûïóêëûì è çàìêíóòûì.
Äëß ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àß äèôôåðåíöèàëüíîé çàäà÷å (3.5), (3.14)
ñîïîñòàâèì âàðèàöèîííóþ çàäà÷ó ñ âûïóêëûì ìíîæåñòâîì äîïóñòèìûõ
íàïðàâëåíèé M(v).
Îáîçíà÷èì, ÷åðåç P : R 3 → ∆ϕ îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèß íà ìíî-
æåñòâî ∆ϕ :




|P (x)− P (z)| ≤ |x− z| ∀ x, z ∈ R 3. (5.2)
Äàëåå, äëß v ∈ M (ìíîæåñòâî M îïðåäåëåíî â (4.16)) ââåäåì ôóíê-
öèþ P v = (P v1 , P v2 , P v3 ) : Ω→ ∆ϕ
P v(α) = P (ξ(α) + v(α)), α ∈ Ω , (5.3)
ãäå ξ  ôóíêöèß èç (3.1). Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ íàïðàâëåíèé
äëß v ∈M ñëåäóþùèì îáðàçîì:
M(v) = {η ∈ V : (ξ(α) + η(α)− P v(α), N(P v(α))) ≥ 0, α ∈ Ω} , (5.4)
îïåðàòîð N : R3 → R3 îïðåäåëåí â (3.10).
Òàêèì îáðàçîì, ââåäåííîå ìíîæåñòâî íåñêîëüêî óæå, ÷åì ìíîæåñòâî
äîïóñòèìûõ íàïðàâëåíèé
∼
M (u) îïðåäåëåííîå â (3.16). Òåì íå ìåíåå,
ñëåäóß èçëîæåíèþ  3 íàñòîßùåé ãëàâû, íåòðóäíî óñòàíîâèòü ýêâèâà-
ëåíòíîñòü âàðèàöèîííîé çàäà÷è (3.21) ñ ìíîæåñòâîì (5.4) è äèôôåðåí-
öèàëüíîé çàäà÷è (3.15).
Ïîñêîëüêó v3(α) ≥ ϕ(v1(α), v2(α)) äëß âñåõ α èç Ω, òî P v(α) ëåæèò
íà ãðàíèöå ìíîæåñòâà ∆ϕ, è, ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî (5.4) îïðåäåëåíî
êîððåêòíî.
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Î÷åâèäíî, ÷òî M(v) ßâëßåòñß âûïóêëûì è çàìêíóòûì ïîäìíîæå-
ñòâîì èç M . Â ýòîì ïàðàãðàôå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî Ω ßâëßåòñß
çâåçäíîé îáëàñòüþ, òî åñòü ñóùåñòâóåò âíóòðåííßß òî÷êà α∗ òàêàß, ÷òî
äëß ëþáîãî åäèíè÷íîãî âåêòîðà e ∈ R 2 âûïîëíåíî óñëîâèå:
∃ te > 0 :

α∗ + te ∈ Ω ïðè 0 ≤ t ≤ te,
α∗ + te ∈ Γ ïðè t = te,
α∗ + te /∈ Ω ïðè t > te.
(5.5)
Ïîñêîëüêó α∗  âíóòðåííßß òî÷êà Ω, òî ñóùåñòâóåò òàêîå ε∗, ÷òî te > ε∗
äëß âñåõ e ∈ R 2.
Ââåäåì äëß ε > 0 ôóíêöèþ θε : Ω→ R1
θε(α) = θε(α
∗ + te) =
{
ε ïðè 0 ≤ t ≤ te − ε,
−t+ te ïðè te − ε ≤ t ≤ te.
(5.6)
Î÷åâèäíî, ÷òî θε ∈
◦






Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êðàé îáîëî÷êè ëåæèò ñòðîãî íàä ïîâåðõíîñòüþ
ïðåïßòñòâèß, òî åñòü
ξ3(α) > ϕ(ξ1(α), ξ2(α)), α ∈ Γ (5.7)
Ïîñêîëüêó, ïî ïðåäïîëîæåíèþ (3.2), ξ  íåïðåðûâíàß ôóíêöèß, òî
ìíîæåñòâî (êðàé îáîëî÷êè)
∆Γ = {x : x = ξ(α), α ∈ Γ} (5.8)
çàìêíóòî.
Â ñèëó (5.4) ∆Γ
⋂






Â ýòîì ïàðàãðàôå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïîêàçàòåëè ñòåïåííîãî
ðîñòà ôóíêöèé, õàðàêòåðèçóþùèõ ôèçè÷åñêèå ñâîéñòâà íèòåé â íåðà-
âåíñòâå (4.4), óäîâëåòâîðßþò óñëîâèþ
p = min{p1, p2} > 2. (5.10)
Çàìå÷àíèå 5.1. Ïîñêîëüêó îáëàñòü Ω ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàí-
ñòâó R 2, îãðàíè÷åíà è èìååò ëèïøèö-íåïðåðûâíóþ ãðàíèöó, òî ïðî-
ñòðàíñòâîW (2)p (Ω) êîìïàêòíî âêëàäûâàåòñß â ïðîñòðàíñòâî C(Ω) ïðè
ëþáîì p ∈ (2,+∞). Òàêèì îáðàçîì, èìååòñß êîìïàêòíîå âëîæåíèå
ïðîñòðàíñòâà [W (2)p (Ω)]3 (à â ñèëó íåðàâåíñòâà (5.10) è ïðîñòðàíñòâà
V ) â ïðîñòðàíñòâî [C(Ω)]3 ïðè p ∈ (1,+∞).
Èìååò ìåñòî
Ëåììà 5.1. Ïóñòü âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (5.10), ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {vn}+∞n=1 èçM ñëàáî ñõîäèòñß ê v â V ïðè n→ +∞. Òîãäà äëß ïðî-
èçâîëüíîé ôóíêöèè w èç M(v) ñóùåñòâóåò òàêàß êîíñòàíòà εw > 0,
íå çàâèñßùàß îò n, ÷òî äëß âñßêîãî ε ∈ (0, εw] íàéäåòñß íîìåð nε,
íà÷èíàß ñ êîòîðîãî âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå
wε ∈M(vn) , (5.11)
ãäå
wε = w + θεe3 , e3 = (0, 0, 1) , (5.12)
ôóíêöèß θε îïðåäåëåíà ñîãëàñíî (5.6).
Äîêàçàòåëüñòâî. Óñòàíîâèì ïðèíàäëåæíîñòü v ìíîæåñòâó M . Èç
ñëàáîé ñõîäèìîñòè â ïðîñòðàíñòâå V ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {vn}+∞n=1 ê v è
êîìïàêòíîãî âëîæåíèß (ñì. çàìå÷àíèå (5.1)) ïðîñòðàíñòâà V â [C(Ω)]3
èìååì ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ê v, ÷òî è îáåñ-
ïå÷èâàåò ïðèíàäëåæíîñòü v ìíîæåñòâó M .
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Î÷åâèäíî, ÷òî wε ∈M . Äàëåå, èìååì
(ξ(α) + wε(α)− P vn(α), N(P vn(α))) =
= ((ξ + wε)(α)− P vn(α)± P v(α), N(P vn(α))) =
= ((ξ + wε)(α)− P v(α), N(P vn(α))±N(P v(α)))+
+(P v(α)− P vn(α), N(P vn(α))) =
= ((ξ + wε)(α)− P v(α), N(P v(α)))+
+((ξ + wε)(α)− P v(α), N(P vn(α))−N(P v(α)))+
+(P v(α)− P vn(α), N(P vn(α))). (5.13)
Îöåíèì ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè ñíèçó, à äâà îñòàâøèõñß 
ñâåðõó. Â ñèëó (5.12)
((ξ + wε)(α)− P v(α), N(P v(α))) =
= ((ξ + wε)(α)− P v(α), N(P v(α))) + θε(α)(e3, N(P v(α))). (5.14)
Ïîëîæèì r = d/4, ãäå d îïðåäåëåíî â (5.6) è âûáåðåì εr > 0 òàê,
÷òîáû
|(ξ+ v)(α∗+ te)− (ξ+ v)(α∗+ tee)| < r ∀ {t, e} ∈ χε, 0 6 ε 6 εr, (5.15)
|(ξ+w)(α∗+ te)−(ξ+w)(α∗+ tee)| < r ∀ {t, e} ∈ χε, 0 6 ε 6 εr, (5.16)
ãäå ìíîæåñòâî
χε =
{{t, e} ∈ R 1 ×R 3 : te − ε ≤ t ≤ te, e ∈ R3 , |e| = 1} (5.17)
ïîðîæäàåò, ñîãëàñíî (5.5), ε-ïîëîñêó âäîëü ãðàíèöû Γ îáëàñòè Ω:
Ωε = {α ∈ R 2 : α = α∗ + te ∀ {t, e} ∈ χε} . (5.18)
Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèé ξ, v è w íà çàìêíóòîì è îãðàíè÷åííîì
ìíîæåñòâå Ω, è, ñëåäîâàòåëüíî, ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè, òàêîå εr
íàéäåòñß.
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Ââåäåì äëß r > 0 ìíîæåñòâî ∆rΓ ßâëßþùååñß r-îêðåñòíîñòüþ êðàß





x ∈ R 3 : |η − x| ≤ r} , (5.19)
ãäå ìíîæåñòâî ∆Γ  êðàé îáîëî÷êè (ñì. (5.8)).
Ïîñêîëüêó w(α∗+tee) = v(α∗+tee) = 0 äëß âñåõ e, òî èç (5.15), (5.16)
èìååì
(ξ + w)(α∗ + tee) ∈ ∆rΓ , (ξ + v)(α∗ + tee) ∈ ∆rΓ. (5.20)
Äëß ε èç îòðåçêà [0, εr ] ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ îöåíêó
((ξ + w)(α)− P v(α), N(P v(α))) =
= (w(α)− v(α), N(P v(α))) + ((ξ + v)(α)− P v(α), N(P v(α))) ≥
≥ −|w(α)− v(α)|+ |(ξ + v)(α)− P v(α)| ≥
−2 r + d− r ≥ 1
4d
> 0 ∀α ∈ Ωε . (5.21)
Ïîñêîëüêó â ñèëó (3.10)
(N(x1, x2, x3), e3) =
([τ1(x1, x2), τ2(x1, x2)], e3)
|[τ1(x1, x2), τ2(x1, x2)]| =
=
1
|[τ1(x1, x2), τ2(x1, x2)]| > 0 ∀x ∈ R
3,




v(α)) = δm > 0, (5.22)
è, ó÷èòûâàß (5.6), ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî
θε(α)(e3, N(P
v(α))) ≥ θε(α)δm ≥ δmε ∀α ∈ Ω \ Ωε . (5.23)
Èç (5.21) è (5.23) ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî










Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ îñòàâøèõñß äâóõ ñëàãàåìûõ â ïðàâîé ÷à-
ñòè íåðàâåíñòâà (5.13). Èç ñëàáîé ñõîäèìîñòè â ïðîñòðàíñòâå V ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè {vn}+∞n=1 ê v è êîìïàêòíîñòè âëîæåíèß (ñì. çàìå÷àíèå (5.1))
ïðîñòðàíñòâà V â [C(Ω)]3 èìååì ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ýòîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè:
∀ δ > 0 ∃nδ : | vn(α)− v(α) | < δ ∀n > nδ , ∀α ∈ Ω (5.25)
è åå îãðàíè÷åííîñòü:
∃R > 0 : vn(α), v(α), w(α) ∈ BR(0) ∀α ∈ Ω , (5.26)
ãäå BR(0) = {x : |x| < R, x ∈ R 3}. Ïîëüçóßñü (5.3), (5.2) è (5.26) äëß
îöåíêè âòîðîãî ñëàãàåìîãî â (5.13), ïîëó÷àåì:
|((ξ + wε)(α)− P v(α), N(P vn(α))−N(P v(α)))| ≤
≤ max
α∈Ω
|(ξ + wε)(α)− P v(α)| |N(P vn(α))−N(P v(α))| ≤
≤ c |N(P vn(α))−N(P v(α))|. (5.27)
Èç (5.2) è (5.25), ñëåäóåò ðàâíîìåðíàß ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè ôóíêöèé {P vn(α)}+∞n=1, è, ïîñêîëüêó â ñèëó (3.7) N ßâëßåòñß íåïðå-
ðûâíûì îïåðàòîðîì, à çíà÷èò, ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíûì íà êîìïàêòå,
èç îöåíêè (5.27) èìååì:
∀ δ > 0∃nδ :
|((ξ + wε)(α)− P v(α), N(P vn(α))−N(P v(α)))| < δ ∀n > nδ,∀α ∈ Ω.
(5.28)
Äëß òðåòüåãî ñëàãàåìîãî â ïðàâîé ÷àñòè (5.13), â ñèëó (5.2), (5.3),
ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî:
|(P v(α)− P vn(α), N(P vn(α)))| ≤
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≤ |P v(α)− P vn(α)| ≤ |v(α)− vn(α)|, (5.29)
è, òàêèì îáðàçîì, âûïîëíåíî óñëîâèå:
∀ δ > 0∃nδ :
|(P v(α)− P vn(α), N(P vn(α)))| < δ ∀n > nδ , ∀α ∈ Ω . (5.30)
Èòàê, äëß ëþáîãî ε ∈ [ 0, εw ], ïîëîæèâ nε = nδ äëß δ = δmε/3, èç
íåðàâåíñòâ (5.24), (5.27), (5.28) è (5.30) ïîëó÷àåì, ÷òî
((ξ + wε)(α)− P vn(α), N(P vn(α))) ≥ ((ξ + wε)(α)− P v(α), N(P v(α)))+
−|((ξ + wε)(α)− P v(α), N(P vn(α))−N(P v(α)))|−
−|(P v(α)− P vn(α), N(P vn(α)))| >
> ε− ε/3− ε/3 > 0 ∀n > nδ , ∀α ∈ Ω, (5.31)
÷òî è îçíà÷àåò ïðèíàäëåæíîñòü wε ìíîæåñòâó M(vn). Ëåììà äîêàçà-
íà.
Òåîðåìà 5.1. Ïóñòü âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (5.10) è ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {vn}+∞n=1 èç M ñëàáî ñõîäèòñß ê v â ïðîñòðàíñòâå V . Òîãäà
äëß ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè w èç M(v) íàéäåòñß òàêàß ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {wn}+∞n=1, ÷òî
wn ∈M(vn) , n = 1, 2, 3, . . . , (5.32)
è
lim
n→+∞ ‖wn − w‖V = 0. (5.33)
Äîêàçàòåëüñòâî. Çàäàäèì óáûâàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëî-
æèòåëüíûõ ÷èñåë {εk}+∞k=1, ñõîäßùóþñß ê íóëþ è ïðèíàäëåæàùóþ îòðåç-
êó [0, εω], ãäå εw  êîíñòàíòà èç ëåììû 5.1 äëß ôóíêöèè w. Äëß êàæäîãî
εk ñîãëàñíî ëåììå 5.1 âûáåðåì nk > nk−1 òàê, ÷òîáû wεk ∈ M(vn) äëß
43
n ≥ nk. Ïîëîæèì wn = vn ïðè 1 ≤ n < n1 è wn = wεk ïðè nk ≤ n < nk+1
äëß k = 1, 2, 3, . . . Î÷åâèäíî, ÷òî äëß ïîñòðîåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
âûïîëíåíî óñëîâèå (5.32).
Äàëåå, ïî ïîñòðîåíèþ äëß ôóíêöèé wεk èìååì
‖wεk − w‖V = ‖θεke3‖V → 0
ïðè εk → 0, òî åñòü ïðè k → +∞. Èòàê ñîîòíîøåíèå (5.33) óñòàíîâëåíî.
Òåîðåìà äîêàçàíà.
 6. Çàäà÷à ñ âûïóêëûì äîïóñòèìûì ìíîæåñòâîì ïðè
íàëè÷èè ñëåäßùåé ïîâåðõíîñòíîé íàãðóçêè.
Â ýòîì ïàðàãðàôå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ãðàíèöà ïðåïßòñòâèß ßâ-
ëßåòñß âûïóêëîé ôóíêöèåé, òî åñòü âñåõ (x1, x2) ∈ R 2 è äëß ëþáîãî λ èç
îòðåçêà [0, 1] âûïîëíßåòñß íåðàâåíñòâî:
ϕ(λ(x1, x2) + (1− λ)(x1, x2)) ≥ λϕ(x1, x2) + (1− λ)ϕ(x1, x2). (6.1)
Çàìå÷àíèå 6.1. Èç îïðåäåëåíèé ìíîæåñòâ (4.16),(4.17) è íåðà-
âåíñòâà (6.1) ïîëó÷àåì âûïóêëîñòü è çàìêíóòîñòü ìíîæåñòâà M è
ðàâåíñòâî
M(η) =M ∀ η ∈M. (6.2)
Áóäåì òàêæå ïðåäïîëàãàòü, ÷òî íà îáîëî÷êó, ïîìèìî ìàññîâîé íà-
ãðóçêè, äåéñòâóåò ïîñòîßííàß ñëåäßùàß ïîâåðõíîñòíàß íàãðóçêà P èí-
òåíñèâíîñòè q∗, òî åñòü ôóíêöèß
√
GP èç (3.3) èìååò ñëåäóþùèé âèä:
√
GP (α1, α2) = q
∗[∂1w(α), ∂2w(α)] ∀α ∈ Ω. (6.3)
Ïîä ðåøåíèåì îáîáùåííîé çàäà÷è (3.32) áóäåì ïîíèìàòü òàêóþ








|∂k(ξ + u)| ρkgk










γ Q, v − u)dα. (6.4)
Â ýòîì ïàðàãðàôå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïîêàçàòåëè ñòåïåííîãî
ðîñòà ôóíêöèé, õàðàêòåðèçóþùèõ ôèçè÷åñêèå ñâîéñòâà íèòåé, â íåðà-
âåíñòâå (4.4) óäîâëåòâîðßþò óñëîâèþ
p2 > p1 > 2. (6.5)
Çàìå÷àíèå 6.2. Ïîñêîëüêó îáëàñòü Ω ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàí-
ñòâó R 2, îãðàíè÷åíà è èìååò ëèïøèö-íåïðåðûâíóþ ãðàíèöó, òî ïðî-
ñòðàíñòâî W 12 (Ω) êîìïàêòíî âêëàäûâàåòñß â ïðîñòðàíñòâî Lr(Ω) ïðè
ëþáîì r ∈ [1,+∞). Òàêèì îáðàçîì, èìååòñß êîìïàêòíîå âëîæåíèå
ïðîñòðàíñòâà [W 12 (Ω)]3 (à â ñèëó íåðàâåíñòâà (6.5) è ïðîñòðàíñòâà V )
â ïðîñòðàíñòâî Lr = [Lr(Ω)]3 ïðè r ∈ [1,+∞).




([∂1(u+ ξ), ∂2(u+ ξ)], v) dα ∀u, v ∈ V. (6.6)










Êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèß îïåðàòîðà B, ïîëüçóßñü íåðàâåíñòâîì Ãåëü-






|∂1(u+ ξ)| |∂2(u+ ξ)| |v|dα 6
6 ‖∂1(u+ ξ)‖Lp1 ‖∂2(u+ ξ)‖Lp2 ‖v‖Lr 6
6 (‖u‖V + c)2‖v‖V . (6.8)
Ïîëüçóßñü îïðåäåëåíèßìè (4.18), (4.19), (6.6), çàäà÷ó (6.4) çàïèøåì â îïå-
ðàòîðíîì âèäå: íàéòè u èç ìíîæåñòâàM , óäîâëåòâîðßþùóþ íåðàâåíñòâó
〈A(u), v − u〉 − q∗ 〈B(u), v − u〉 ≥ 〈f, v − u〉 ∀ v ∈M. (6.9)
Äëß èññëåäîâàíèß çàäà÷è (6.9) íàì ïîíàäîáßòñß ñëåäóþùèå ñâîéñòâà îïå-
ðàòîðà B (Ëåììû 6.1  6.3).
Ëåììà 6.1. Ïóñòü âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (6.5). Òîãäà äëß ïðîèç-
âîëüíûõ u è v èç V èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî:∫
Ω









([(u+ ξ), ∂2(u+ ξ)], ∂1v)dα.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äëß äîñòàòî÷íî ãëàäêîé ôóíêöèè η(α) èìååì:
∂2[∂1η, η] = [∂2∂1η, η] + [∂1η, ∂2η] ,
∂1[η, ∂2η] = [∂1η, ∂2η] + [η, ∂1∂2η] .




(∂2[∂1η, η] + ∂1[η, ∂2η]) . (6.10)
Ïóñòü w = u+ ξ, wi = ui + ξ, ãäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ui}+∞i=1 ∈ [C2(Ω¯)]3
òàêàß, ÷òî ui → u â V ïðè i → ∞. Òîãäà äëß ëþáîãî v ∈ V , èñïîëüçóß
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(6.10) è èíòåãðèðóß ïî ÷àñòßì, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî:∫
Ω






















([∂1wi, ∂2(wi − w)], v)dα +
∫
Ω
([∂1(wi − w), ∂2w], v)dα
∣∣∣∣∣∣ 6
6 ‖∂1wi‖Lp1‖∂2(wi − w)‖Lp2‖v‖Lr+
+‖∂1(wi − w)‖Lp1‖∂2w‖Lp2‖v‖Lr 6 c‖ui − u‖V ‖v‖V . (6.12)
(â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå ìû âîñïîëüçîâàëèñü îãðàíè÷åííîñòüþ â ïðî-
ñòðàíñòâå V ñõîäßùåéñß ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ui}∞i=1 è çàìå÷àíèåì 6.2).













([∂1(wi − w), wi)], ∂2v)dα +
∫
Ω
([∂1w,wi − w], ∂2v)dα
∣∣∣∣∣∣ 6
6 C‖∂1(wi − w)‖Lp1‖∂2v‖Lp2‖wi‖Lr + ‖∂1w‖Lp1‖∂2v‖Lp2‖wi − w‖Lr 6










6 c‖ui − u‖V ‖v‖V . (6.14)
Ïåðåõîäß òåïåðü â (6.11) ê ïðåäåëó ïðè i → ∞ ñ ó÷åòîì îöåíîê
(6.12)  (6.14), ïîëó÷èì òðåáóåìîå ðàâåíñòâî.
Ëåììà 6.2. Ïóñòü âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (6.5). Òîãäà îïåðàòîð
B ñåêâåíöèàëüíî ñëàáî íåïðåðûâåí, òî åñòü, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü




〈Bui, v〉 = 〈Bu, v〉.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëàãàß wi = ui+ξ, w = u+ξ è ïîëüçóßñü ëåììîé
6.1, ïîëó÷àåì:






























































([∂1wi, ui − u], ∂2v)dα− 〈g, u− ui〉
∣∣∣∣∣∣ .













|∂1η| |w| |∂2v|dα 6
6 ‖∂1η‖Lp1‖w‖Lr‖∂2v‖Lp2 6 c‖η‖V .
Èç ñëàáîé ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ui ê u ïîëó÷àåì:
lim
i→∞
〈g, u− ui〉 = 0,
òàêæå èìååì îãðàíè÷åííîñòü (â ñèëó ðåôëåêñèâíîñòè ïðîñòðàíñòâà V )
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ui}+∞i=1 : ‖ui‖V 6 c, i = 1, 2, . . ., è èç êîìïàêòíîñòè
âëîæåíèß ïðîñòðàíñòâà V â Lr (ñì. çàìå÷àíèå 6.2) ñèëüíóþ ñõîäèìîñòü:
lim
i→∞
‖ui − u‖Lr = 0. (6.16)
Ïîëüçóßñü ïîñëåäíèì ðàâåíñòâîì è ñëåäóþùåé îöåíêîé:∣∣∣∣∣∣
∫
Ω
([∂1wi, ui − u], ∂2v)dα
∣∣∣∣∣∣ 6









([∂1wi, ui − u], ∂2v)dα
∣∣∣∣∣∣+ |〈g, u− ui〉| = 0.
Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñß ñòðåìëåíèå ê íóëþ è âòîðîãî ñëàãàåìîãî
â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (6.15). Ëåììà äîêàçàíà.
49
Ëåììà 6.3. Ïóñòü âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (6.5). Òîãäà îïåðàòîð
B ïñåâäîìîíîòîíåí, òî åñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèß:
(i) B - îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð;








〈Bui, ui − v〉 > 〈Bu, u− v〉 ∀ v ∈ V.
Äîêàçàòåëüñòâî. Îãðàíè÷åííîñòü îïåðàòîðà B (óñëîâèå (i)) ñëåäó-
åò èç îöåíêè (6.8).
Äîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü (ii). Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ui}+∞i=1 èç
V ñëàáî ñõîäèòñß ê u â V , v  ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò èç V . Èìååì:
|〈Bu, u− v〉 − 〈Bui, ui − v〉| 6
6 |〈Bu−Bui, u− v〉|+ |〈Bui, u− ui〉|. (6.17)
Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè (6.17) ñòðåìèòñß ê íóëþ ïðè i →
+∞ â ñèëó ñëàáîé íåïðåðûâíîñòè îïåðàòîðà B (Ëåììà 6.2). Äëß âòîðîãî
ñëàãàåìîãî âûïîëíåíà îöåíêà (ñì. 6.8):
|〈Bui, u− ui〉| 6 (‖ui‖V + c)2‖u− ui‖Lr ,
èç êîòîðîé, ïîëüçóßñü (6.16), çàêëþ÷àåì, ÷òî è âòîðîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé
÷àñòè (6.17) ñòðåìèòñß ê íóëþ ïðè i→ +∞.
Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷èëè, ÷òî
lim
i→∞
〈Bui, ui − v〉 = 〈Bu, u− v〉 .
Óñëîâèå (ii) âûïîëíåíî. Ëåììà äîêàçàíà.
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Çàìå÷àíèå 6.3. Èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 6.3 ñëåäóåò, ÷òî îïå-
ðàòîð B óäîâëåòâîðßåò óñëîâèþ áîëåå ñèëüíîìó, ÷åì óñëîâèå (ii) èç
îïðåäåëåíèß ïñåâäîìîíîòîííîñòè:




〈Bui, ui − v〉 = 〈Bu, u− v〉 ∀v ∈ V .
Íàì ïîòðåáóåòñß òàêæå ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò [1].
Òåîðåìà 6.1. Ïóñòü X  ðåôëåêñèâíîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, M
 çàìêíóòîå, âûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî X, T : X → X∗  ïñåâäîìîíî-
òîííûé îïåðàòîð. Òîãäà ïðè ëþáîì f ∈ X∗ çàäà÷à:
íàéòè òàêóþ ôóíêöèþ u ∈M , ÷òî
〈Tu, v − u〉 > 〈f, v − u〉 ∀ v ∈M
èìååò ðåøåíèå, åñëè âûïîëíåíî õîòß áû îäíî èç äâóõ óñëîâèé:
i) T  êîýðöèòèâíûé îïåðàòîð íà M , òî åñòü ñóùåñòâóåò òàêîå
v0 ∈M , ÷òî
〈Tv, v − v0〉 ≥ ρ(‖v − v0‖V )‖v‖V ∀ v ∈M, lim
ξ→+∞
ρ(ξ) = +∞. (6.18)
ii) M  îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî.
Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàß
Òåîðåìà 6.2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèß (4.1)(4.7), (4.20) òîãäà
1) åñëè âûïîëíåíû óñëîâèß:
p2 > p1 >
2p2
p2 − 1 , (6.19)
òî íåðàâåíñòâî (6.9) èìååò ðåøåíèå ïðè ëþáûõ f ∈ V ∗, q∗ ∈ R;
2) åñëè âûïîëíåíû óñëîâèß:
p2 > p1 =
2p2
p2 − 1 , (6.20)
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òî ñóùåñòâóåò òàêîå q0 > 0, ÷òî íåðàâåíñòâî (6.9) èìååò ðåøåíèå
ïðè ëþáûõ f ∈ V ∗ è âñåõ q∗, óäîâëåòâîðßþùèõ íåðàâåíñòâó:
|q∗| < q0; (6.21)
3) åñëè âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà (6.5), òî äëß ëþáîãî c0 > 0 íàéäåòñß
òàêîå q0 > 0, ÷òî çàäà÷à (6.9) èìååò ðåøåíèå ïðè óñëîâèßõ:
‖f‖V ∗ 6 c0 , |q∗| 6 q0 . (6.22)
Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (6.19) ñëåäóåò, ÷òî p2 > 2p2/(p2 − 1), èëè p2 >
3, òîãäà p1 > 2/(1− p−12 ) > 2. Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà




|∂1(u+ ξ)| |∂2(u+ ξ)| |v|dα 6
6 ‖∂1(u+ ξ)‖Lp1 ‖∂2(u+ ξ)‖Lp2 ‖v‖Lr , (6.23)
ãäå ïîêàçàòåëü r â ñèëó óñëîâèß (6.7) èìååò âèä:
r =
p1p2
p1p2 − p1 − p2 . (6.24)
Èç íåðàâåíñòâà (6.19) ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåðàâåíñòâ:
p1(p2 − 1) > 2p2,
p1(p2 − 1)− p2 > p2,
1 >
p2




p1(p2 − 1)− p2 = r. (6.25)
Â ñèëó íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè r îò p1, p2 è íåðàâåíñòâà (6.24) íàéäóò-
ñß òàêèå ÷èñëà ε > 0 è rε > r, ÷òî âûïîëíåíû óñëîâèß:
1
(p1 − ε) +
1





p1 − ε > rε . (6.27)


















= 1 , p, q, r > 1 , a, b, c > 0 (6.28)
ñ ïîêàçàòåëßìè, óäîâëåòâîðßþùèìè ðàâåíñòâó (6.26), èç íåðàâåíñòâà
(6.23) ïîëó÷àåì îöåíêó:
|〈Bu, v〉| 6 c
(























Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò v0 èç ìíîæåñòâà M , òîãäà èç
íåðàâåíñòâà (4.23) â ëåììå 4.1 è íåðàâåíñòâ (6.29), (6.30) ïîëó÷àåì îöåí-
êó







− cε|q∗| ‖∂ku‖pk−εLpk − c3)∀u ∈M, (6.31)
èç êîòîðîé â óñëîâèßõ ïóíêòà 1) íàñòîßùåé òåîðåìû ñëåäóåò êîýðöèòèâ-
íîñòü îïåðàòîðà A− q∗B :
lim
‖u‖V→∞








pk − c2akpk−1 − cε|q∗| akpk−ε − c3)
(a1 + a2)
= +∞.
Èç óñëîâèé (6.20) òàêæå ñëåäóåò, ÷òî p2 > 3 è p1 > 2, à ðàâåíñòâî
(6.7) âûïîëíåíî ñ ïîêàçàòåëåì r = p1. Èç íåðàâåíñòâà (6.23), ïîëüçóßñü
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íåðàâåíñòâîì (6.28) ñ ïîêàçàòåëßìè, óäîâëåòâîðßþùèìè óñëîâèþ (6.7) è
òåîðåìîé âëîæåíèß Ñîáîëåâà ïîëó÷àåì îöåíêó:
|〈Bu, u〉| 6 c
(














èç êîòîðîé ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî:




((c1 − c∗|q∗|)‖∂ku‖pkLpk − c2‖∂ku‖
pk−1
Lpk
− c3), ∀u ∈M. (6.33)
Ïîëîæèâ òåïåðü â óñëîâèßõ ïóíêòà 2) íàñòîßùåé òåîðåìû q0 = c1/c∗,










k=1((c1 − c∗|q∗|)akpk − c2akpk−1 − c3)
(a1 + a2)
= +∞.
Èç ìîíîòîííîñòè îïåðàòîðà A (ëåììà 4.1) è ïñåâäîìîíîòîííîñòè îïå-
ðàòîðà B (ëåììà 6.3), ñëåäóåò ïñåâäîìîíîòîííîñòü îïåðàòîðà A−rB (ñì.
çàìå÷àíèå 2.2.12 èç [1]). Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèß çàäà÷è
(6.9) â ñëó÷àßõ 1) è íàñòîßùåé òåîðåìû ñëåäóåò èç óñëîâèß i) òåîðåìû
6.1.
Äîêàæåì òåïåðü ïóíêò 3) òåîðåìû. Ïóñòü ÷èñëî R0 âûáðàíî òàê, ÷òî
ïðè R > R0 áóäåò íå ïóñòî ñëåäóþùåå ìíîæåñòâî:
MR = {u ∈M : ‖u‖V 6 R}.
Ýòî  âûïóêëîå, çàìêíóòîå, îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî, è èç óñëîâèß ii)
òåîðåìû 6.1 ñëåäóåò, ÷òî çàäà÷à:
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íàéòè òàêóþ ôóíêöèþ uR ∈MR, ÷òî
〈(A− q∗B)uR, v − uR〉 > 〈f, v − uR〉 ∀ v ∈MR (6.34)
èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî ðåøåíèå.
Ïóñòü v0  íåêîòîðûé ýëåìåíò èç ìíîæåñòâà MR0, c0 > 0  ïðîèç-
âîëüíîå ÷èñëî. Èç êîýðöèòèâíîñòè îïåðàòîðà A ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå
òàêîãî Rν > R0, ÷òî ïðè ‖v‖V > Rν äëß âñåõ f ∈ V ∗ : ‖f‖V ∗ 6 c0
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî:
〈Av, v − v0〉 − 〈f, v − v0〉 > 〈Av, v − v0〉 − c‖v − v0‖V > ν > 0 . (6.35)
Ïîñêîëüêó B  îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð, òî, çíà÷èò, íàéäåòñß òàêîå q0 >
0, ÷òî ïðè ‖v‖V 6 R è |q∗| 6 q0 âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî:
|q∗〈Bv, v − v0〉| 6 |q∗|‖Bv‖V ∗‖v − v0‖V 6 ν/2. (6.36)
Èç (6.35) è (6.36) ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (6.22) èìååò
ìåñòî íåðàâåíñòâî:
〈Av, v − v0〉 − q∗〈Bv, v − v0〉 > 〈f, v − v0〉 ∀v ∈ SRν , (6.37)
ãäå SRν = {v ∈ M : ‖v‖V = Rν}. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ‖uRν‖ = Rν, òî
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
〈(A− q∗B)uRν , uRν − v0〉 > 〈f, uRν − v0〉 v0 ∈MRν ,
ïðîòèâîðå÷àùåå íåðàâåíñòâó (6.34), è, òàêèì îáðàçîì, âûïîëíåíî óñëî-
âèå ‖uRν‖V < Rν .
Ïîêàæåì, ÷òî uRν áóäåò ðåøåíèåì çàäà÷è (6.9). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè
v ∈M , òî íàéäåòñß äîñòàòî÷íî ìàëîå ε > 0 ïðè êîòîðîì
vε = (1− ε)uRν + εv ∈MRν .
Èñïîëüçóß â íåðàâåíñòâå (6.34) â êà÷åñòâå v ôóíêöèþ vε ïîëó÷èì
ε〈(A− q∗B)uRν , v − uRν〉 > ε〈f, v − uRν〉,
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è, ñëåäîâàòåëüíî,




×èñëåííîå ðåøåíèå ñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ òåîðèè
òåîðèè ìßãêèõ ñåò÷àòûõ îáîëî÷åê
 7. Àïïðîêñèìàöèß êâàçèâàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ.
Â íàñòîßùåì ïàðàãðàôå ïðåäëàãàþòñß è èññëåäóþòñß êîíå÷íîìåð-
íûå àïïðîêñèìàöèè êâàçèâàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ ñ ïñåâäîìîíîòîííû-
ìè îïåðàòîðàìè. Èññëåäóåòñß ðàçðåøèìîñòü ïðèáëèæåííûõ çàäà÷, áëè-
çîñòü èõ ðåøåíèé ê òî÷íîìó è èòåðàöèîííûå ìåòîäû ðåøåíèß ïðèáëè-
æåííûõ çàäà÷.
Ïóñòü V  ðåôëåêñèâíîå áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî, ñòðîãî âûïóêëîå
âìåñòå ñî ñâîèì ñîïðßæåííûì ïðîñòðàíñòâîì V ∗, ‖·‖V  íîðìà â V , 〈·, ·〉
 îòíîøåíèå äâîéñòâåííîñòè ìåæäó V è V ∗, M  çàìêíóòîå â ñëàáîé
òîïîëîãèè, âîîáùå ãîâîðß, íåâûïóêëîå ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà V .
Êàæäîìó ýëåìåíòó u ∈M ñîïîñòàâëåíî ìíîæåñòâî M(u) ⊆M .
Êàæäîìó ïàðàìåòðó h èç ìíîæåñòâà {hα}α∈Σ ïîñòàâèì â ñîîòâåò-
ñòâèå êîíå÷íîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî Vh ïðîñòðàíñòâà V , çàìêíóòîå
ìíîæåñòâîMh èç Vh, à êàæäîìó ýëåìåíòó uh ∈Mh ñîïîñòàâèì çàìêíóòîå
ìíîæåñòâî Mh(uh) ⊆Mh, uh ∈Mh(uh). Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âûïîëíåíî
óñëîâèå (I): ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {hk}+∞k=1 ñõîäèòñß ê íóëþ,
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {vhk}+∞k=1 èç Mhk ñëàáî ñõîäèòñß ê v â V ïðè k →
+∞. Òîãäà v ïðèíàäëåæèò M , è äëß ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè w èç M(v)
íàéäåòñß òàêàß ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {whk}+∞k=1, ÷òî




‖whk − w‖V = 0. (7.2)
Êâàçèâàðèàöèîííîìó íåðàâåíñòâó:
íàéòè u ∈M : 〈Au, v − u〉 ≥ 〈f, v − u〉 ∀v ∈M(u), (7.3)
ãäå f ∈ V ∗  çàäàííûé ýëåìåíò, ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå àïïðîêñèìèðó-
þùóþ çàäà÷ó:
íàéòè uh ∈Mh : 〈Auh, vh − uh〉 ≥ 〈f, vh − uh〉 ∀vh ∈Mh(uh). (7.4)
Ñïðàâåäëèâà
Òåîðåìà 7.1. Ïóñòü îïåðàòîð A  ïñåâäîìîíîòîííûé, ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {uhk}+∞k=1 ðåøåíèé çàäà÷è (7.4) ñëàáî ñõîäèòñß â V ê u∗ ïðè
hk → 0, òîãäà åå ïðåäåë u∗ ßâëßåòñß ðåøåíèåì çàäà÷è (7.3).
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {uhk}+∞k=1 ñëàáî ñõîäèò-
ñß ê u â V ïðè hk → 0. Ïîñêîëüêó uhk ∈ Mh(uhk) ⊆ Mhk , òî â ñèëó
óñëîâèß (I) ýëåìåíò u ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó M , è ñóùåñòâóåò ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü {u∗hk ∈Mhk(uhk)}+∞k=1, äëß êîòîðîé
lim
hk→0
‖u∗hk − u‖V = 0 . (7.5)
Äàëåå, èç (7.4) ñ vhk = u∗hk ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî
〈Auhk , uhk − u〉 =
= 〈Auhk , uhk − u∗hk〉+ 〈Auhk , u∗hk − u〉 6
6 〈f , uhk − u∗hk〉+ ‖Auhk‖V ∗‖u∗hk − u‖V .
Ïåðåõîäß â íåì ê ïðåäåëó ïðè hk → 0, ïîëüçóßñü ñëàáîé ñõîäèìîñòüþ
{uhk}+∞k=1 ê u, à òàêæå ñîîòíîøåíèåì (7.5), ïîëó÷àåì
lim sup
hk→0
〈Auhk, uhk − u〉 6 0.
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Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà è ïñåâäîìîíîòîííîñòè îïåðàòîðà A èìååì:
lim inf
hk→0
〈Auhk, uhk − v〉 > 〈Au, u− v〉 ∀v ∈M. (7.6)
Ñîãëàñíî óñëîâèþ (I) äëß ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè v ∈ M(u) ñóùå-
ñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {vhk ∈Mhk(uhk)}+∞k=1, äëß êîòîðîé
lim
hk→0
‖vhk − v‖V = 0 .
Èñïîëüçóß ýòî ðàâåíñòâî è ñëàáóþ ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{uhk}+∞k=1 ê u, ïîëó÷àåì
lim sup
hk→0
〈Auhk, uhk − v〉 6
6 lim sup
hk→0
〈Auhk, uhk − vhk〉+ lim sup
hk→0
〈Auhk, vhk − v〉 6
6 lim sup
hk→0
〈f, uhk − vhk〉+ lim sup
hk→0
‖Auhk‖V ∗‖vhk − v‖V =
= 〈f, u− v〉 . (7.7)
Ñîáèðàß âìåñòå íåðàâåíñòâà (7.6) è (7.7), èìååì
〈Au∗ , v − u∗〉 > 〈f, v − u∗〉 ∀v ∈M,
òî åñòü u  ðåøåíèå çàäà÷è (7.3). Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ïóñòü òåïåðü, â äîïîëíåíèå óñëîâèþ (I), âûïîëíåíû
óñëîâèå (II): ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {v(k)}+∞k=1 èç Mh ñõîäèòñß
ê v â V ïðè k → +∞. Òîãäà v ïðèíàäëåæèò Mh, è äëß ïðîèçâîëüíîé
ôóíêöèè w èç Mh(v) íàéäåòñß òàêàß ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {w(k)}+∞k=1,
÷òî




‖w(k) − w‖V = 0; (7.9)
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óñëîâèå (III): ïóñòü ïàðàìåòð h ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó {hα}α∈Σ.
Òîãäà ìíîæåñòâî Mh(v), ñîïîñòàâëåííîå ýëåìåíòó v èç Mh, ßâëßåòñß
âûïóêëûì è çàìêíóòûì.
Äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, òàêæå, ÷òî îïåðàòîð A : V → V ∗ ßâëßåòñß
îãðàíè÷åííî ëèïøèö-íåïðåðûâíûì, ïñåâäîìîíîòîííûì, ïîòåíöèàëüíûì
è êîýðöèòèâíûì, òî åñòü óäîâëåòâîðßåò óñëîâèßì (1.3)(1.7).
Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {hk}+∞k=1 ñõîäèòñß ê íóëþ ïðè k → +∞,
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ {u(0)hk }+∞k=1 èç Mhk îãðàíè÷åíà â V :
∃ c > 0 : ‖u(0)hk ‖V 6 c , k = 1, 2, 3, . . . , (7.10)
è, ñëåäîâàòåëüíî
∃ c0 > 0 : F (u(0)hk ) 6 c0 , k = 1, 2, 3, . . . , (7.11)
ãäå ôóíêöèîíàë F : V → R1 îïðåäåëåí ñîîòíîøåíèåì (1.8).
Äëß ðåøåíèß çàäà÷è (7.4) ïðè êàæäîì h = hk, k = 1, 2, 3, . . ., ðàñ-
ñìîòðèì ñëåäóþùèé èòåðàöèîííûé ïðîöåññ:
äëß n = 0, 1, 2, . . . íàéòè u(n+1)h ∈Mh(u(n)h ) : 〈J(u(n+1)h −u(n)h ), v−u(n+1)h 〉 ≥
≥ τ〈f − Au(n)h , v − u(n+1)h 〉 ∀ v ∈Mh(u(n)h ), (7.12)
ãäå τ > 0 èòåðàöèîííûé ïàðàìåòð, J : V → V ∗  îïåðàòîð äâîéñòâåí-
íîñòè, ïîðîæäàåìûé ôóíêöèåé Ψ è óäîâëåòâîðßþùèé óñëîâèßì (1.11)
Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèß âàðèàöèîííîãî íåðàâåí-
ñòâà (7.12) ñëåäóåò èç óñëîâèß (III) è ñòðîãîé ìîíîòîííîñòè è õåìèíå-
ïðåðûâíîñòè îïåðàòîðà äâîéñòâåííîñòè [1, ñòð. 186187].
Àíàëîãè÷íî òåîðåìå 1.1 äîêàçûâàåòñß ñëåäóþùàß
Òåîðåìà 7.2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèß (I)(III), îïåðàòîð A óäî-
âëåòâîðßåò óñëîâèßì (1.3)(1.7), è, êðîìå òîãî,





‖u‖V , d1 = sup
u∈S0
‖Au− f‖V ∗,
S0 = {u ∈ V : F (u) 6 c0}, (7.14)
êîíñòàíòà c0  èç íåðàâåíñòâà (7.11). Òîãäà èòåðàöèîííàß ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {u(k)h }+∞k=1 ñîäåðæèòñß â S0, ñëåäîâàòåëüíî, îãðàíè÷åíà â V ,
è âñå åå ïðåäåëüíûå òî÷êè ßâëßþòñß ðåøåíèßìè çàäà÷è (7.4).
Çàìå÷àíèå 7.1. Èç òåîðåìû 7.2 ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèß
êâàçèâàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà (7.4) ïðè ëþáîì h. Áîëåå òîãî, ïóñòü
uhk  ïðåäåëüíàß òî÷êà èòåðàöèîííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {u(n)h }+∞n=1
ïðè êàæäîì h = hk, k = 1, 2, 3, . . .. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {uhk}+∞k=1
ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó S0 è, ñëåäîâàòåëüíî, îãðàíè÷åíà â V . Òàêèì
îáðàçîì, ïîëüçóßñü òåîðåìîé 7.1, ïîëó÷àåì, ÷òî âñå ñëàáî ïðåäåëüíûå
òî÷êè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {uhk}+∞k=1 ßâëßþòñß ðåøåíèßìè çàäà÷è (7.3).
 8. Èññëåäîâàíèå ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèß çàäà÷ î
ðàâíîâåñèè ñåò÷àòîé îáîëî÷êè ñ ïðåïßòñòâèåì.
Íèæå ðàññìîòðåííóþ âûøå àáñòðàêòíóþ ñõåìó àïïðîêñèìàöèè êâà-
çèâàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ èñïîëüçóåì äëß èññëåäîâàíèß êîíå÷íîýëå-
ìåíòíûõ àïïðîêñèìàöèé çàäà÷ (4.22) è (6.9) ñ ìíîæåñòâàìè M , M(u),
ñîîòâåòñòâåííî, îïðåäåëåííûìè â (4.16) è (5.4).
Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îáëàñòü Ω ⊂ R 2 ßâëßåòñß ìíîãîóãîëüíè-









intK∗ = ∅ ∀K,K∗ ∈ Th;
3. äëß ëþáûõ K,K∗ ∈ Th ìíîæåñòâî K
⋂
K∗, åñëè íå ïóñòî, òî ßâ-
ëßåòñß ëèáî ñòîðîíîé, ëèáî âåðøèíîé îäíîâðåìåííî òðåóãîëüíèêîâ K è
K∗;
4. òðèàíãóëßöèß Th ßâëßåòñß ðåãóëßðíîé :









RK  äèàìåòð íàèìåíüøåé îêðóæíîñòè, ñîäåðæàùåé K, ρK  äèàìåòð
íàèáîëüøåé îêðóæíîñòè, ñîäåðæàùåéñß â K.
Îïðåäåëèì òåïåðü êîíå÷íîìåðíûå ïðîñòðàíñòâà Wh è Vh, àññîöèèðó-
åìûå ñ òðèàíãóëßöèåé Th :









Xh)  ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé (ðàâíûõ íóëþ íà
ãðàíèöå ìíîæåñòâà Ω), ßâëßþùèõñß íà êàæäîì K èç Th ïîëèíîìàìè íå
âûøå ïåðâîãî ïîðßäêà.









αl ∈ Ω , l = 1, 2, . . . , Nh
}
(8.1)
 ìíîæåñòâî âñåõ âåðøèí òðåóãîëüíèêîâ K ∈ Th,
Ωh =
{
α ∈ Ωh : α ∈ Ω
}
(8.2)
 ìíîæåñòâî âåðøèí, íàõîäßùèõñß â îáëàñòè Ω.
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Äëß ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè ψ ∈ [C(Ω)]3 îïðåäåëèì èíòåðïîëßíò
Πhψ ∈ Wh ñîîòíîøåíèåì
Πhψ(xl) = ψ(xl) l = 1, 2, . . . , Nh . (8.3)
Ìíîæåñòâó M ⊆ V , îïðåäåëåííîìó â (4.16), ñîïîñòàâèì ìíîæåñòâî
Mh ⊆ Vh:
Mh = {v ∈ Vh : ξ3(α) + v3(α) ≥ F (ξ(α) + v(α)) , α ∈ Ωh} , (8.4)
ìíîæåñòâó M(u) ⊆ M , îïðåäåëåííîìó â (5.4), ñîïîñòàâèì ìíîæåñòâî
Mh(uh) ⊆Mh:
Mh(uh) = {v ∈ Vh : (ξ3(α) + v3(α)− P uh(α), N(P uh(α))) ≥ 0, α ∈ Ωh} .
(8.5)
Êâàçèâàðèàöèîííîé çàäà÷å (4.22) ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå àïïðîêñè-
ìèðóþùóþ çàäà÷ó (7.4) ñ ìíîæåñòâàìè Vh, Mh è Mh(v), îïðåäåëåííûìè
â (8.4), (8.5).
Ïðîâåðèì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèß (5.10), à òàêæå íåêîòîðûõ
äîïîëíèòåëüíûõ ê (4.1)(4.4) óñëîâèé íà ôóíêöèè tk : R+ → R+, âûïîë-
íåíû óñëîâèß (I)(III), à òàêæå (1.3)(1.7). Ïðè ýòîì â ñèëó òåîðåìû 7.2
è çàìå÷àíèß 7.1, ïîñòðîåííàß âûøå ñõåìà ÌÊÝ è èòåðàöèîííûé ìåòîä
(7.12) ðåøåíèß àïïðîêñèìèðóþùåé çàäà÷è áóäóò îáîñíîâàíû.
Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè íàëè÷èè íåðàâåíñòâà (5.10) (ñì. çàìå÷àíèå (5.1)),
óñëîâèå (III) âûïîëíåíî. Íåñëîæíî ïðîâåðßåòñß äëß ïîñòðîåííîé ñõåìû
àïïðîêñèìàöèè, è âûïîëíåíèå óñëîâèß (II).
Äëß äîêàçàòåëüñòâà ñïðàâåäëèâîñòè óñëîâèß (I) íàì ïîíàäîáèòñß
ñëåäóþùàß
Ëåììà 8.1. Ïóñòü âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (5.10), ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {hk}+∞k=1 ñõîäèòñß ê íóëþ, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {vhk}+∞k=1 èç Mhk
ñëàáî ñõîäèòñß ê v â V ïðè k → +∞. Òîãäà v ïðèíàäëåæèò M , è
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äëß ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè w èç M(v) ñóùåñòâóåò òàêàß êîíñòàíòà
εw > 0, íå çàâèñßùàß îò k, ÷òî äëß âñßêîãî ε ∈ (0, εw] íàéäåòñß íîìåð
kε, íà÷èíàß ñ êîòîðîãî âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå
w(k)ε ∈Mhk(vhk) , (8.6)
ãäå
w(k)ε = Πhk(wε) ≡ Πhk(w + θεe3) , e3 = (0, 0, 1) , k = 1, 2, 3, . . . , (8.7)
à ôóíêöèß θε îïðåäåëåíà ñîãëàñíî (5.6).
Äîêàçàòåëüñòâî. Óñòàíîâèì ïðèíàäëåæíîñòü v ìíîæåñòâó M . Èç
ñëàáîé ñõîäèìîñòè â ïðîñòðàíñòâå V ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {vhk} ê v è
êîìïàêòíîãî âëîæåíèß (ñì. çàìå÷àíèå (5.1)) ïðîñòðàíñòâà V â [C(Ω)]3
èìååì ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè:
∀ δ > 0 , ∃ iδ : | vhk(α)− v(α) | < δ ∀ i > iδ , ∀α ∈ Ω . (8.8)
Ïîñêîëüêó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {hk}+∞k=1 ñõîäèòñß ê íóëþ, òî äëß âñßêîé
òî÷êè α ∈ Ω íàéäåòñß ïîñëåäîâàòåëüíîñòü αhk ∈ Thk , k = 1, 2, 3, . . ., ñõî-
äßùàßñß ê α. Ôóíêöèè ξ, v íåïðåðûâíû, ñëåäîâàòåëüíî, ó÷èòûâàß (8.8)
è îïðåäåëåíèå (4.16), äëß ïðîèçâîëüíîãî α ∈ Ω ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî:
F (ξ(α) + v(α)) = lim
k→+∞
F (ξ(αhk) + v(αhk)± vhk(αhk)) =
= lim
k→+∞
F (ξ(αhk) + vhk(αhk)) 6 lim
i→+∞
ξ3(αhk) + (vhk(αhk))3 =
= lim
k→+∞
ξ3(αhk) + (vhk(αhk))3 ± v3(αhk) = ξ3(α) + v3(α), (8.9)
îçíà÷àþùåå ïðèíàäëåæíîñòü v ìíîæåñòâó M .
Ïîñêîëüêó ôóíêöèß w ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó M , òî w(k)ε ∈ Mhk .
Äàëåå, äëß ïðîèçâîëüíîãî α ∈ Ω èìååì
(ξ(α) + w(k)ε (α)− P vhk (α), N(P vhk (α))) =
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= ((ξ +Πhkwε)(α)− P vhk (α)± P v(α), N(P vhk (α))) =
= ((ξ +Πhkwε)(α)− P v(α), N(P vhk (α))±N(P v(α)))+
+(P v(α)− P vhk (α), N(P vhk (α))) =
= ((ξ +Πhkwε)(α)− P v(α), N(P v(α)))+
+((ξ +Πhkwε)(α)− P v(α), N(P vhk (α))−N(P v(α)))+
+(P v(α)− P vhk (α), N(P vhk (α))). (8.10)
Îöåíèì ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè ñíèçó. Â ñèëó (8.7) è (8.3)
èìååì
((ξ +Πhkwε)(α)− P v(α), N(P v(α))) =
= ((ξ+wε)(α)−P v(α), N(P v(α)))+θε(α)(e3, N(P v(α))), α ∈ Ω¯hk. (8.11)
Ïîñêîëüêó äëß âñåõ k = 1, 2, 3, . . . èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå Ω¯hk ⊂ Ω¯,
òî íåðàâåíñòâî (5.24) âûïîëíåíî ïðè α ∈ Ω¯hk .
Îöåíêà ñâåðõó îñòàâøèõñß äâóõ ñëàãàåìûõ â ïðàâîé ÷àñòè (8.10) è
ïîëó÷åíèå âêëþ÷åíèß (8.6) ïðîâîäèòñß òàê æå, êàê è ïðè äîêàçàòåëüñòâå
ëåììû 5.1. Ëåììà äîêàçàíà.
Íà îñíîâàíèè Ëåììû 8.1 ïðè íàëè÷èè íåðàâåíñòâà (5.10), ñëåäóß äî-
êàçàòåëüñòâó òåîðåìû 5.1, óñòàíàâëèâàåòñß ñïðàâåäëèâîñòü óñëîâèß (I).
Òàêèì îáðàçîì, äëß ïîñòðîåííîé ñõåìû âûïîëíåíû óñëîâèß (I)(III).
Â ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèßõ (Ëåììû 8.2-8.4) óñòàíàâëèâàþòñß ñâîé-
ñòâà îãðàíè÷åííîé ëèïøèö-íåïðåðûâíîñòè è íåðàâåíñòâî ïîä÷èíåíèß
äëß îïåðàòîðà A, ó÷àñòâóþùåãî â ôîðìóëèðîâêå çàäà÷ (4.22) è (6.9), êî-
òîðûå áóäóò èñïîëüçîâàíû ïðè èññëåäîâàíèè ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííîãî
ìåòîäà (7.12).
Ëåììà 8.2. Ïóñòü p > 2, è ôóíêöèß t : R+ → R+ óäîâëåòâîðßåò
íåðàâåíñòâó:
t(λ)− t(ν) 6 c0(1 + λ+ ν)p−2(λ− ν) ∀ λ > ν > 0 , (8.12)
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ãäå c0 > 0. Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå ïîñòîßííûå c1, c2 > 0, ÷òî äëß







|y| y , x− y
)
(1 + |x|p + |y|p)1−2/p, (8.13)∣∣∣∣ t(|x|)|x| x− t(|y|)|y| y
∣∣∣∣ 6 c2 | x− y | (1 + |x|+ |y|)p−2. (8.14)
Ëåììà 8.3. Ïóñòü äëß k = 1, 2 ôóíêöèè tk : R+ → R+ óäîâëåòâî-
ðßþò íåðàâåíñòâó (8.12) ñ ïîêàçàòåëåì pk > 2. Òîãäà îïåðàòîðû Ak,
îïðåäåëåííûå â (4.18), óäîâëåòâîðßþò íåðàâåíñòâàì:
‖Tk(Λk(u))− Tk(Λk(v))‖2Lqk 6
6 c〈Aku− Akv, u− v〉(c∗ + ‖∂ku‖Lpk + ‖∂kv‖Lpk )pk−2 ∀u, v ∈ V, (8.15)
‖Aku− Akv‖V ∗ 6 ‖Tk(Λk(u))− Tk(Λk(v))‖Lqk ∀u, v ∈ V, (8.16)
ãäå qk = pk/(pk − 1) è c, c∗ > 0.















c1 + |Λk(u)|pk + |Λk(v)|pkdα
(2−qk)/2.
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c1 + |Λk(u)|pk + |Λk(v)|pkdα
(pk−2)/pk 6
6 c〈Aku− Akv, u− v〉(c∗ + ‖∂ku‖Lpk + ‖∂kv‖Lpk )pk−2,
òî åñòü íåðàâåíñòâî (8.15) èìååò ìåñòî.
Ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà (8.16) ñëåäóåò èç îöåíêè:




|Tk(Λk(u))− Tk(Λk(v))| |∂kw|dα 6
6 ‖Tk(Λk(u))− Tk(Λk(v))‖Lqk‖∂kw‖Lpk .
Ëåììà äîêàçàíà.
Ëåììà 8.4. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèß ëåììû 8.3. Êîãäà îïåðàòîð
A óäîâëåòâîðßåò íåðàâåíñòâó:
‖Au− Av‖V ∗ 6 (c0 + c1‖u‖p−2V + c1‖v‖p−2V )‖u− v‖V ∀u, v ∈ V, (8.17)
ãäå p = max{p1, p2}, c0, c1 > 0, è, ñëåäîâàòåëüíî, äëß îïåðàòîðà A âû-
ïîëíåíî óñëîâèå (1.3) ñî ñëåäóþùèìè ôóíêöèßìè Φ, µ:
Φ(t) = t, (8.18)
µ(t) = c0 + c1t
p−2 (8.19)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçâåäåì íåðàâåíñòâî (8.16) â êâàäðàò è âîñïîëü-
çóåìñß íåðàâåíñòâîì (8.15), òîãäà ïîëó÷èì:
‖Aku− Akv‖2V ∗ 6
6 c〈Aku− Akv, u− v〉(c∗ + ‖∂ku‖Lpk + ‖∂kv‖Lpk )pk−2 6
6 c‖Aku− Akv‖V ∗‖u− v‖V (c∗ + ‖∂ku‖Lpk + ‖∂kv‖Lpk )pk−2.
Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíåíà îöåíêà:
‖Aku− Akv‖V ∗ 6 c‖u− v‖V (c∗ + ‖∂ku‖Lpk + ‖∂kv‖Lpk )pk−2 6
6 ‖u− v‖V (c0 + c1‖u‖p−2V + c1‖v‖p−2V ).
Ïðè ýòîì äëß îïåðàòîðà A = A1 + A2 ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî (8.17).
Ëåììà äîêàçàíà.
Èç ëåììû 4.1 ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð A, ó÷àñòâóþùèé â çàäà÷å (4.22),
ßâëßåòñß ïñåâäîìîíîòîííûì è êîýðöèòèâíûì, â õîäå äîêàçàòåëüñòâà òåî-
ðåìû 4.1 óñòàíîâëåíà ïîòåíöèàëüíîñòü îïåðàòîðà A, â ëåììå 8.4 äîêàçà-
íà îãðàíè÷åííàß ëèïøèö-íåïðåðûâíîñòü ýòîãî îïåðàòîðà. Òàêèì îáðà-
çîì, äëß A âûïîëíåíû óñëîâèß (1.3)(1.7).
Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñß ñâîéñòâî àïïðîêñèìàöèé ðåøåíèé çàäà÷è
(4.22) ïðè äîïîëíèòåëüíîé ãëàäêîñòè ïðàâîé ÷àñòè è ðåøåíèß ýòîé çàäà-
÷è. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî (6.1), è ìíîæåñòâî
M ßâëßåòñß âûïóêëûì. Â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à (4.22) ïðåîáðàçóåòñß â âà-
ðèàöèîííîå íåðàâåíñòâî, è ñîîòâåòñòâóþùàß êîíå÷íîìåðíàß çàäà÷à ßâ-
ëßåòñß âàðèàöèîííûì íåðàâåíñòâîì (ìíîæåñòâî Mh îïðåäåëåíî â (8.4)):
íàéòè uh ∈Mh : 〈Auh, vh − uh〉 ≥ 〈f, vh − uh〉 ∀vh ∈Mh. (8.20)
Îáîçíà÷èì ÷åðåç L∗p ïðîñòðàíñòâî ñîïðßæåííîå ê Lp (ñì. çàìå÷àíèå
6.2, ñòð. 45). Î÷åâèäíî, ÷òî V ïëîòíî âêëàäûâàåòñß â Lp, ñëåäîâàòåëüíî,
åñëè g ∈ L∗p ⊂ V ∗, òî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
〈g, v〉 6 ‖g‖L∗p‖v‖Lp ∀v ∈ V . (8.21)
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Èìååò ìåñòî
Ëåììà 8.5. Ïóñòü âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî p = min{p1, p2} > 2,
ðåøåíèå u çàäà÷è (7.3) è ïðàâàß ÷àñòü f óäîâëåòâîðßþò óñëîâèßì u ∈
V2 = [W
(2)




‖Tk(Λk(u))− Tk(Λk(uh))‖Lqk 6 ch (8.22)
ñ êîíñòàíòîé c, íå çàâèñßùåé îò h.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëîæèì íåðàâåíñòâà (4.22) è (8.20):
〈Auh, vh − uh〉+〈Au, v − u〉 ≥ 〈f, vh − uh〉+〈f, v − u〉±〈Auh−Au, uh−u〉.
Äàëåå, èìååì
〈Auh − Au, uh − u〉 6 〈f − Au, uh − v + u− vh〉+ 〈Auh − Au, vh − u〉.
Èç îïðåäåëåíèß Mh è óñëîâèß (6.1) ñëåäóåò âêëþ÷åíèå Mh ⊆ M . Âûáè-
ðàß v = uh ∈Mh ⊆M , vh = Πhu è ó÷èòûâàß (8.21), ïîëó÷àåì






Èç êîýðöèòèâíîñòè îïåðàòîðà A ñëåäóåò ðàâíîìåðíàß îãðàíè÷åííîñòü ïî












〈Akuh − Aku, uh − u〉 = c1〈Auh − Au, uh − u〉
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‖Auh − Au‖V ∗ 6
2∑
k=1
‖Akuh − Aku‖V ∗ 6 c2D
ñ êîíñòàíòàìè c1, c2 > 0 íå çàâèñßùèìè îò h.
Â ñèëó ãëàäêîñòè u è èñïîëüçîâàííîé ñõåìû ÌÊÝ èìååì îöåíêè (ñì.
[11])
‖u− Πhu‖Lp 6 c‖u‖V2h2 , ‖u− Πhu‖V 6 c‖u‖V2h .
Èç ïîëó÷åííûõ íåðàâåíñòâ ñëåäóåò, ÷òî
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